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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Apresentacao - Tépico 7.2

Objetivos deste tépico:

» Estudar os conceitos de Relaxa¢do Linear e arredondamento;

» Conhecer a ideia do método Branch-and-Bound e um pouco de sua
histéria.

Video-aula:

» https://www.youtube.com/watch?v=SpaYPsKXbEA


https://www.youtube.com/watch?v=SpaYPsKXbEA
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Modelo de Programacao Inteira

» Retomando o modelo de programacao inteira do exemplo inicial:

max 3x1 + 222
sa 052140322 <3
0,1z1 + 0,222 <1
0,4x1 + 0,522 < 3

T1,x2 € Ly
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

» Se trocarmos as restricdes de integralidade, x1, 29 € Z, pelas
restricGes de ndo-negatividade, x1,x2 > 0, obtemos a relaxacao
linear do modelo:

max 3x1 + 229
sa 0,521 4+0,3z2 <3
0,1xz1 + 0,222 < 1
0,4x1 + 0,522 < 3

1,22 20
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

» Se trocarmos as restricdes de integralidade, x1, 29 € Z, pelas
restricGes de ndo-negatividade, x1,x2 > 0, obtemos a relaxacao
linear do modelo:

max 3x1 + 229
sa 0,521 4+0,3z2 <3
0,1xz1 + 0,222 < 1
0,4x1 + 0,522 < 3
z1,x2 >0

» No caso de varidveis bindrias, por exemplo z1, 29 € {0,1}, a
relaxacdo linear se obtém trocando-as por 0 < 1 < 1,0 <y < 1.
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

» Se trocarmos as restricdes de integralidade, x1, 29 € Z, pelas
restricGes de ndo-negatividade, x1,x2 > 0, obtemos a relaxacao

linear do modelo:

max 3x1 + 229
sa 0,521 4+0,3z2 <3
0,1xz1 + 0,222 < 1
0,4x1 + 0,522 < 3
z1,x2 >0
» No caso de varidveis bindrias, por exemplo z1, 29 € {0,1}, a
relaxacdo linear se obtém trocando-as por 0 < 1 < 1,0 <y < 1.

» Assim, essa é uma relaxacdo que transforma varidveis de dominio

discreto em varidveis de dominio continuo.
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

X, A

max  f(z1,22) = 3z1 + 22
s.a 0,521 + 0,322 < 3

IA

0,1z1 + 0,222 < 1 %g\
0,4z1 4+ 0,5z < 3 %3\
T1,T2 € Ly
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira
> Relaxacao linear

max  f(z1,x2) = 31 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,121 + 0,2z2 < 1
0,4z1 4+ 0,522 < 3

T1,T2 € Zy
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

max  f(z1,x2) = 3x1 + 222

s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,1z + 0,222 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3

z1,T2 >0

Relaxag¢ao linear
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

max  f(z1,22) = 3z1 + 22

s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,1z + 0,222 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3

T1,T2 € Zy
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

max  f(z1,22) = 3z1 + 22

s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,1z + 0,222 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3

T1,T2 € Zy
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

max  f(z1,22) = 3z1 + 22
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,11 + 0,222 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3

T1,T2 € Zy
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

max  f(z1,22) = 3z1 + 22

s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,1z + 0,222 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3

T1,T2 € Zy

z* = (6,0), f(z*) =18
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

max  f(z1,22) = 3z1 + 22

s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,1z + 0,222 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3

T1,T2 € Zy

:E* = (670)7 f((l?*) =18
Tpp = (4,62,2,3), f(zg,) = 18,46
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

X, A

2 z* = (6,0), f(z*) =18

Tpp = (4,62,2,3), f(xgr,) = 18,46

max  f(z1,x2) = 3x1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3

0,11 + 0,222 <1 //)%\

0,4z1 4+ 0,5z2 < 3 ”Zz?\

z1,T2 >0

Relaxacdo linear
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

» A solucdo étima da relaxagdo linear deste problema é
Ty ~ (4,62, 2,30), com valor étimo f (x5, ) ~ 18,46.
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

» A solucdo étima da relaxagdo linear deste problema é
Ty ~ (4,62, 2,30), com valor étimo f (x5, ) ~ 18,46.
» Assim, esta solucdo é fraciondria e n3o corresponde a uma solucdo

factivel do modelo de programac3o inteira.
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

» A solucdo étima da relaxagdo linear deste problema é
Ty ~ (4,62, 2,30), com valor étimo f (x5, ) ~ 18,46.

» Assim, esta solucdo é fraciondria e n3o corresponde a uma solucdo
factivel do modelo de programac3o inteira.

» Como obter uma solugdo étima do modelo original?
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

» A solucdo étima da relaxagdo linear deste problema é
Ty ~ (4,62, 2,30), com valor étimo f (x5, ) ~ 18,46.

» Assim, esta solucdo é fraciondria e n3o corresponde a uma solucdo
factivel do modelo de programac3o inteira.

» Como obter uma solugdo étima do modelo original?

» Arredondamento?
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

» A solucdo étima da relaxagdo linear deste problema é
Ty ~ (4,62, 2,30), com valor étimo f (x5, ) ~ 18,46.

» Assim, esta solucdo é fraciondria e n3o corresponde a uma solucdo
factivel do modelo de programac3o inteira.

» Como obter uma solugdo étima do modelo original?

» Arredondamento?

> Método simplex?
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Relaxacao linear

» A solucdo étima da relaxagdo linear deste problema é
Ty ~ (4,62, 2,30), com valor étimo f (x5, ) ~ 18,46.
» Assim, esta solucdo é fraciondria e n3o corresponde a uma solucdo
factivel do modelo de programac3o inteira.
» Como obter uma solugdo étima do modelo original?
» Arredondamento?
> Método simplex?
» Serd que ainda temos um certificado de otimalidade como em

programacao linear?
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Para obter uma soluc3o inteira, poderiamos arredondar a solu¢do 6tima

da relaxac3o linear.
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Para obter uma soluc3o inteira, poderiamos arredondar a solu¢do 6tima
da relaxac3o linear. Por exemplo, arredondamos cada coordenada para o

inteiro mais préximo:
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Para obter uma soluc3o inteira, poderiamos arredondar a solu¢do 6tima
da relaxac3o linear. Por exemplo, arredondamos cada coordenada para o
inteiro mais préximo:

> zpn A~ (4,62, 2,30) = 2p; = (5, 2)
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Para obter uma soluc3o inteira, poderiamos arredondar a solu¢do 6tima
da relaxac3o linear. Por exemplo, arredondamos cada coordenada para o
inteiro mais préximo:

> zpn A~ (4,62, 2,30) = 2p; = (5, 2)

» xp; é uma solugdo factivel do modelo?
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Para obter uma soluc3o inteira, poderiamos arredondar a solu¢do 6tima
da relaxac3o linear. Por exemplo, arredondamos cada coordenada para o
inteiro mais préximo:

> zpn A~ (4,62, 2,30) = 2p; = (5, 2)

» xp; é uma solugdo factivel do modelo?

Substituindo na primeira restricdo: 0,5z1 + 0,3z2 < 3
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Para obter uma soluc3o inteira, poderiamos arredondar a solu¢do 6tima
da relaxac3o linear. Por exemplo, arredondamos cada coordenada para o
inteiro mais préximo:

> zpn A~ (4,62, 2,30) = 2p; = (5, 2)

» xp; é uma solugdo factivel do modelo?

Substituindo na primeira restricdo: 0,51 + 0,3z2 <3 — 3,1 <3
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Para obter uma soluc3o inteira, poderiamos arredondar a solu¢do 6tima
da relaxac3o linear. Por exemplo, arredondamos cada coordenada para o
inteiro mais préximo:

> zpn A~ (4,62, 2,30) = 2p; = (5, 2)

» xp; é uma solugdo factivel do modelo?

Substituindo na primeira restricdo: 0,51 + 0,3z2 <3 — 3,1 <3

Logo, apesar de inteira, zp; é infactivel :(
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Para obter uma soluc3o inteira, poderiamos arredondar a solu¢do 6tima
da relaxac3o linear. Por exemplo, arredondamos cada coordenada para o
inteiro mais préximo:
> TRL &~ (47627 2:30) — Tpr = (57 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?
Substituindo na primeira restricdo: 0,51 + 0,3z2 <3 — 3,1 <3
Logo, apesar de inteira, zp; é infactivel :(

» E agora?
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:

> TR =~ (4762a 2530) — Tpr = (4’ 2)
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> TRL ~ (4762a 2530) — Tpr = (4’ 2)

» xp; é uma solugdo factivel do modelo?
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> TRL ~ (4762a 2530) — Tpr = (4’ 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?

Primeira restricdo: 0,5z1 + 0,322 < 3
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> zpr ~ (4,62, 2,30) > zp; = (4, 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?
Primeira restricdo: 0,521 + 0,322 <3 =26 <3
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> TRL ~ (4762a 2530) — Tpr = (4’ 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?

Primeira restricdo: 0,521 + 0,322 <3 =26 <3
Segunda restricdo: 0,1z1 + 0,222 < 1
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> TRL ~ (4762a 2530) — Tpr = (4’ 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?

Primeira restricdo: 0,521 + 0,322 <3 =26 <3
Segunda restricdo: 0,1z1 + 0,222 <1 —>08 <1
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> TR =~ (4762a 2530) — Tpr = (47 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?
Primeira restricdo: 0,521 + 0,322 <3 =26 <3
Segunda restricdo: 0,1z1 + 0,222 <1 —>08 <1
Terceira restricdo: 0,4x; + 0,522 < 3
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> zpr ~ (4,62, 2,30) > zp; = (4, 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?
Primeira restricdo: 0,521 + 0,322 <3 =26 <3
Segunda restricdo: 0,1z1 + 0,222 <1 —>08 <1
Terceira restricdo: 0,4r1 4+ 0,522 <3 — 2,6 <3
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> zpr ~ (4,62, 2,30) > zp; = (4, 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?
Primeira restricdo: 0,521 + 0,322 <3 =26 <3
Segunda restricdo: 0,1z1 + 0,222 <1 —>08 <1
Terceira restricdo: 0,4r1 4+ 0,522 <3 — 2,6 <3

Logo, zp; é uma solugdo factivel :)
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> zpr ~ (4,62, 2,30) > zp; = (4, 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?
Primeira restricdo: 0,521 + 0,322 <3 =26 <3
Segunda restricdo: 0,1z1 + 0,222 <1 —>08 <1
Terceira restricdo: 0,4r1 4+ 0,522 <3 — 2,6 <3
Logo, zp; é uma solugdo factivel :)

Valor na fungdo objetivo: f(zp;) = 16.
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Arredondamento

Outra saida, seria arredondarmos cada coordenada para baixo:
> zpr ~ (4,62, 2,30) > zp; = (4, 2)
» xp; é uma solugdo factivel do modelo?
Primeira restricdo: 0,521 + 0,322 <3 =26 <3
Segunda restricdo: 0,1z1 + 0,222 <1 —>08 <1
Terceira restricdo: 0,4r1 4+ 0,522 <3 — 2,6 <3
Logo, zp; é uma solugdo factivel :)
Valor na fungdo objetivo: f(zp;) = 16.

» Mas serd que é 6tima? :S
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

> Solugdo grafica
X, A
vl z* = (6,0), f(z*) =18
\ Trp = (4,62,2,3), f(xgr,) = 18,46

\
\
max  f(z1,x2) = 31 + 222 N
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,1z7 + 0,222 < 1 %6\
0,4z1 4+ 0,522 < 3 %3\1
T1,T2 € Zy )
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

> Solugdo grafica
X, A
vl z* = (6,0), f(z*) =18
N Tpp = (4,62,2,3), f(rg,) = 18,46
x5 =(5,2), f(z%;) =19

\
\
max  f(z1,x2) = 31 + 222 N
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,121 + 0,222 < 1 7
0,421 + 0,522 < 3 %3\
¢

T1,T2 € Zy
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Solugdo grafica

X, A
z* = (6,0), f(z*) =18
ol (6,0), /")
\ Trp = (4,62,2,3), f(xgr,) = 18,46
N x5 =(5,2), f(z%;) =19
\ $l}7)[ =(4,2), f(wljjjl) =16
max  f(z1,x2) = 31 + 222

s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,1z7 + 0,222 < 1
0,4z1 4+ 0,522 < 3

T1,T2 € Zy

N
ey
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Solugdo grafica

» Qual seria a solu¢do tima caso o custo da liga 1 fosse reduzido para
R$ 2 mil/barra?
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Solugdo grafica

» Qual seria a solu¢do tima caso o custo da liga 1 fosse reduzido para
R$ 2 mil/barra?

max  f(x1,22) = 221 + 229
s.a 0,521 4+ 0,322 < 3
0,1x1 + 0,222, < 1
0,421 4+ 0,525 < 3

x1,To € Z+
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Solugdo grafica

max  f(z1,x2) = 2x1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,121 +0,2z2 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3
T1,T2 € Zy
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Solugdo grafica

max  f(z1,x2) = 2x1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,121 +0,2z2 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3
T1,T2 € Zy
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Solugdo grafica

max  f(z1,x2) = 2x1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,121 +0,2z2 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3
T1,T2 € Zy
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Solugdo grafica

max  f(z1,x2) = 2x1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,121 +0,2z2 <1
0,4z1 4+ 0,522 < 3
T1,T2 € Zy
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
> Solugdo grafica

z* = (6,0), f(z") =12;
107 @t = (5,1), f(z") =12
" =(4,2), f(z") =12;
" =(3,3), f(z") =12

max x1,x2) = 2x1 + 2T
Jlonswa) = 2oa 4 2ra o* = (2,4), f(2*) = 12.

s.a 0,521 + 0,322 < 3 T
0,121 + 0,222 < 1 %6\
0,4z1 4+ 0,522 < 3 \’7/7»3\‘

T1,T2 € Zy N
3
<
[
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

» Relaxagdo linear e arredondamento n3o garantem uma solug3do inteira

Stima (sequer factivel);
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

» Relaxagdo linear e arredondamento n3o garantem uma solug3do inteira

Stima (sequer factivel);

» Mas podem nos ajudar com limitantes :)
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao
» Relaxagdo linear e arredondamento n3o garantem uma solug3do inteira
Stima (sequer factivel);
» Mas podem nos ajudar com limitantes :)

» Poderiamos usar apenas o método simplex para resolver qualquer modelo

de programac3o inteira?
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

» Relaxagdo linear e arredondamento n3o garantem uma solug3do inteira

Stima (sequer factivel);
» Mas podem nos ajudar com limitantes :)

» Poderiamos usar apenas o método simplex para resolver qualquer modelo

de programac3o inteira? Por exemplo:

max  f(z1,22) = 3z1 + 2x2
s.a 0,521 +0,3z2 < 3
0,1z1 +0,222 < 1
0,4z1 + 0,522 < 3

T1,x2 € Ly
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

» Relaxagdo linear e arredondamento n3o garantem uma solug3do inteira

Stima (sequer factivel);
» Mas podem nos ajudar com limitantes :)

» Poderiamos usar apenas o método simplex para resolver qualquer modelo

de programac3o inteira? Por exemplo:

max  f(z1,22) = 3z1 + 2x2
s.a 0,521 +0,3z2 < 3
0,1z1 +0,222 < 1
0,421 + 0,522 < 3
T1,x2 € Ly
> N3ao!
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

» Relaxagdo linear e arredondamento n3o garantem uma solug3do inteira

Stima (sequer factivel);
» Mas podem nos ajudar com limitantes :)

» Poderiamos usar apenas o método simplex para resolver qualquer modelo

de programac3o inteira? Por exemplo:

max  f(z1,22) = 3z1 + 2x2
s.a 0,521 +0,3z2 < 3
0,1z1 + 0,222 <1
0,4z1 + 0,522 < 3
T1,x2 € Ly
» N3o! O método simplex funciona apenas em dominios continuos! (A
solugdo étima do problema de programagdo inteira pode n3o ser um

ponto extremo étimo da relaxagdo linear).
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

» Relaxagdo linear e arredondamento n3o garantem uma solug3do inteira

Stima (sequer factivel);
» Mas podem nos ajudar com limitantes :)

» Poderiamos usar apenas o método simplex para resolver qualquer modelo

de programac3o inteira? Por exemplo:

max  f(z1,22) = 3z1 + 2x2
s.a 0,521 +0,3z2 < 3
0,1z1 + 0,222 <1
0,4z1 + 0,522 < 3
T1,x2 € Ly
» N3o! O método simplex funciona apenas em dominios continuos! (A
solugdo étima do problema de programagdo inteira pode n3o ser um

ponto extremo étimo da relaxagdo linear). E agora?
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

X, A

10}

max  f(z1,x2) = 3x1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3

0,11 + 0,222 <1 //)%\

0,4z1 4+ 0,5z2 < 3 %}1

T1,T2 € Ly
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

X, A

10}

max  f(z1,x2) = 3x1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3

0,11 + 0,222 <1 %g\

0,4z1 4+ 0,5z2 < 3 %3\

z1,T2 >0
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

X, A

o

max  f(z1,x2) = 3x1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3

0,11 + 0,222 <1 %g\

0,4z1 4+ 0,5z2 < 3 %3\

z1,T2 >0
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

X, A

!

max  f(z1,x2) = 3x1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,11 + 0,222 <1
0,4z1 4+ 0,5z2 < 3

z1,T2 >0

PN
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Programacao inteira: Métodos de solucao

X, A

max  f(z1,x2) = 31 + 222 I%L
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,1z1 + 0,222 <1
0,4z1 4+ 0,5z2 < 3

z1 <4

1,2 >0

max  f(z1,x2) = 3z1 + 222
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,11 + 0,2z, < 1

0,4z1 + 0,522 < 3 9O o o ¢

r1 > 5

z1,T2 >0

PN
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-Bound

Método branch-and-bound
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

Branch: Ramificar



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

Branch: Ramificar

» A ramificacao consiste em particionar (ou dividir) a regido factivel
de modo a excluir solugbes que n3o satisfacam as restricoes de
integralidade;
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

Branch: Ramificar

» A ramificacao consiste em particionar (ou dividir) a regido factivel
de modo a excluir solugbes que n3o satisfacam as restricoes de
integralidade;

Bound: Limitar
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

Branch: Ramificar

» A ramificacao consiste em particionar (ou dividir) a regido factivel
de modo a excluir solugbes que n3o satisfacam as restricoes de
integralidade;

Bound: Limitar

> Baseia-se em limitantes inferiores e superiores do valor 6timo para
evitar a enumeracdo explicita de todas as solugGes factiveis.
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound
> Ailsa Land e Alison Doig, 1960

MISS ALISON DOIG, of Melbourne Uni-
versity’s Department of Statistics, pre-
pares information for a computer.

Left: Ailsa Land, Banff, 1977 (Photograph courtesy of Ailsa Land). Right:
Alison Doig, The Sun, October 21, 1965. (Courtesy of Alison (Doig) Harcourt)
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound
> Ailsa Land e Alison Doig, 1960

» This paper presents a simple numerical algorithm for the solution of
programming problems in which some or all of the variables can take
only discrete values. The algorithm requires no special techniques
beyond those used in ordinary linear programming, and lends itself to
automatic computing.

» An automatic method of solving discrete programming problems,
Econometrica 28(3), pp. 497-520, 1960.
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

> Arvore de busca: dividir para conquistar

N6 0 (raiz)
2, = (4,62;2,3)
LS = 18,46
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

> Arvore de busca: dividir para conquistar

N6 0 (raiz)
2, = (4,62;2,3)
LS = 18,46
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

> Arvore de busca: dividir para conquistar

N6 0 (raiz)
2, = (4,62;2,3)
LS = 18,46
z, < 4 x1 >5
N6 1 N6 2
why = (4:2,8) w% = (5;1,67)
LS = 17,6 LS = 18,33
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

> Arvore de busca: dividir para conquistar

N6 0 (raiz)
2, = (4,62;2,3)
LS = 18,46
z, < 4 x1 >5
N6 1 N6 2
z}%L = (4;2,8) I%L = (5;1,67)
LS = 17,6 LS = 18,33

» Branch (Ramificar): Dada uma coordenada Z; fraciondria, criamos dois
novos nés impondo z; < |Z;| em um e x; > [Z;] em outro;



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

> Arvore de busca: dividir para conquistar

N6 0 (raiz)
2, = (4,62;2,3)
LS = 18,46
z, < 4 x1 >5
N6 1 N6 2
z}%L = (4;2,8) m%%L = (5;1,67)
LS = 17,6 LS = 18,33

» Branch (Ramificar): Dada uma coordenada Z; fraciondria, criamos dois
novos nés impondo z; < |Z;| em um e x; > [Z;] em outro;

» Em cada né da arvore, resolvemos uma relaxagcao do problema;



Otimizac;ﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

> Arvore de busca: dividir para conquistar

N6 0 (raiz)
2, = (4,62;2,3)
LS = 18,46
z, < 4 x1 >5
N6 1 N6 2
why = (4:2,8) w% = (5;1,67)
LS = 17,6 LS = 18,33

» Branch (Ramificar): Dada uma coordenada Z; fraciondria, criamos dois
novos nés impondo z; < |Z;| em um e x; > [Z;] em outro;
» Em cada né da arvore, resolvemos uma relaxagcao do problema;

P As relaxa¢Ges sdo uma aproximacgdo do problema original e a ideia é que
possamos resolvé-las de modo relativamente rapido/facil.
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

X, A

!

[NG 0]
max  f(z1,z2) = 3z1 + 222
s.a 0,521 + 0,322 < 3
0,1z1 + 0,225 < 1
0,421 + 0,522 < 3

z1,T2 >0

PN
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound
X, A
(N6 1] L
max  f(z1,z2) = 3z1 + 222

s.a 0,521 + 0,322 < 3

0,1z1 + 0,225 < 1

0,471 + 0,572 < 3

X1 S 4

z1,T2 >0

[NG 2]

max  f(z1,z2) = 331 + 272
s.a 0,521 + 0,322 < 3 ¢ o o [¢
0,11 + 0,222 < 1

0,4x1 4+ 0,522 < 3

1 >5 pu 6 75 10 ™ x,
z1,22 >0
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound
> Varidveis bindrias

A ramificagdo em varidveis bindrias é feita impondo-se a fixagdo de varidveis:

N6 0 (raiz)
m%L = (0,65 0,33)
LS =12,7
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound
> Varidveis bindrias

A ramificagdo em varidveis bindrias é feita impondo-se a fixagdo de varidveis:

N6 0 (raiz)
m%L = (0,65 0,33)
LS =12,7

xz1 =0 x1 =1
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound
> Varidveis bindrias

A ramificagdo em varidveis bindrias é feita impondo-se a fixagdo de varidveis:

N6 0 (raiz)
m%L = (0,65 0,33)
LS =12,7
wy] =0 x1 =1
N6 1 N6 2
k= (0;0,75) «%; = (150,67)
LS =121 LS =10,8
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound
> Varidveis bindrias

A ramificagdo em varidveis bindrias é feita impondo-se a fixagdo de varidveis:

N6 0 (raiz)
m%L = (0,65 0,33)
LS =12,7
wy] =0 x] =1
N6 1 N6 2
k= (0;0,75) «%; = (150,67)
LS =121 LS =10,8

» Ao resolver a relaxag¢do do né filho, podemos fixar a variavel no valor

imposto pela ramificacdo;
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Relaxagdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound
> Varidveis bindrias

A ramificagdo em varidveis bindrias é feita impondo-se a fixagdo de varidveis:

N6 0 (raiz)
m%L = (0,65 0,33)
LS = 12,7
xz1 =0 x] =1
N6 1 NS 2
Z}RL = (0;0,75) I%L = (1;0,67)
LS =12,1 LS = 10,8

» Ao resolver a relaxag¢do do né filho, podemos fixar a variavel no valor
imposto pela ramificacdo;

» Podemos também simplesmente remover a varidvel, tomando o cuidado
de no caso da fixagdo em 1, descontar o valor dos coeficientes da coluna
correspondente no vetor independente (lado direito das restri¢cdes) e

também no valor da func3o objetivo.
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:

> Solugio factivel =
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Relaxacdo linear, arredondamento e ideia do método Branch-and-Bound

Método branch-and-bound

X, A
z* = (6,0), f(z*) =18
\%s_ - (6,0), f(z*) |
\ TR = (47627273)7 f(xRL) = 18,46
N g =(5,2), f(zp) =19

\
\ ohy = (4,2), f(af;) =16
max  f(z1,x2) = 3x1 + 222

s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 3
0,11 + 0,222 <1 //)%\

0,4z1 4+ 0,5z2 < 3 %3‘

T1,T2 € Ly

\
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Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:

> Solugio factivel =
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Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:

> Solugdo factivel = limitante inferior (LI);
» Solug3o da relaxacdo =
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Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:

> Solugdo factivel = limitante inferior (LI);

> Solugdo da relaxagdo = limitante superior (LS);

» Em problemas de minimizag3o:
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Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:

> Solugdo factivel = limitante inferior (LI);
> Solugdo da relaxagdo = limitante superior (LS);
» Em problemas de minimizag3o:

> Solugdo factivel =
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Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:

> Solugdo factivel = limitante inferior (LI);
> Solugdo da relaxagdo = limitante superior (LS);
» Em problemas de minimizag3o:

> Solugdo factivel = limitante superior (LS);
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Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:

> Solugdo factivel = limitante inferior (LI);
> Solugdo da relaxagdo = limitante superior (LS);
» Em problemas de minimizag3o:

> Solugdo factivel = limitante superior (LS);
> Solug3o da relaxagdo =
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Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:

> Solugdo factivel = limitante inferior (LI);
> Solugdo da relaxagdo = limitante superior (LS);
» Em problemas de minimizag3o:

> Solugdo factivel = limitante superior (LS);
> Solugdo da relaxagdo = limitante inferior (LI);
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Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): SolugBes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizag3o:

> Solugdo factivel = limitante inferior (LI);
> Solugdo da relaxagdo = limitante superior (LS);
» Em problemas de minimizag3o:
> Solugdo factivel = limitante superior (LS);
> Solugdo da relaxagdo = limitante inferior (LI);
» Solugdo incumbente: melhor solugdo inteira (factivel) encontrada

até o momento;
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Método branch-and-bound

» Bound (Limitar): Solugdes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes
que s3o usados para descartar (podar) nds e garantir que uma
solucdo é otima;

» Em problemas de maximizagao:

> Solugdo factivel = limitante inferior (LI);

> Solugdo da relaxagdo = limitante superior (LS);
» Em problemas de minimizag3o:

> Solugdo factivel = limitante superior (LS);

> Solugdo da relaxagdo = limitante inferior (LI);

» Solugdo incumbente: melhor solugdo inteira (factivel) encontrada
até o momento;

» Os nés podem ser descartados por infactibilidade, qualidade
(limitante) ou otimalidade.
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» Obrigado pela ateng3o!

» Ddvidas?



