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Métodos de pontos interiores: KKT perturbado, barreira logaritmica e trajetéria central

Apresentacao - Tépico 6.2

Objetivos deste tépico:

» Compreender os conceitos de barreira logaritmica, trajetdria central
e vizinhan¢a em métodos de pontos interiores;

» Ver como esses conceitos se relacionam com o KKT perturbado e
como dao origem ao algoritmo primal-dual.

Video-aula:

» https://www.youtube.com/watch?v=welOPSBIWjk


https://www.youtube.com/watch?v=welOPSBIWjk
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Métodos de pontos interiores

Considere o seguinte problema na forma padrao:

min Lz

sa Ax=0b

x>0
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Métodos de pontos interiores

Considere o seguinte problema na forma padrao:

min Lz
sa Ax=0b
x>0

E se em vez de achar o étimo, quiséssemos achar o centro da regido factivel?
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Métodos de pontos interiores

Considere o seguinte problema na forma padrao:

min Lz
sa Ax=0b
x>0

E se em vez de achar o étimo, quiséssemos achar o centro da regido factivel?

n
max E Inx;
Jj=1

sa Ax=b
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X, A

o)

0,521 +0,3x2 + 23 = 3

0,11 + 0,222 + 24 = 1
0,421 + 0,522 + 75 = 3 7]
T1,T2, 3, T4, %5 > 0 e
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Métodos de pontos interiores

Considere o seguinte problema na forma padrao:

min Lz
sa Ax=0b
x>0

E se em vez de achar o étimo, quiséssemos achar o centro da regido factivel?

n
min —E Inx;
j=1

s.a Ax =1b
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Podemos balancear centralidade e otimalidade:
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Métodos de pontos interiores

Podemos balancear centralidade e otimalidade:
n
min ¢’z — ,uZlnxj
j=1

s.a Ax=1b
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Métodos de pontos interiores

Podemos balancear centralidade e otimalidade:
n
min ¢’z — ,uZlnxj
j=1
s.a Axr=0>

» Inx; recebe o nome de barreira logaritmica;
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Métodos de pontos interiores

Podemos balancear centralidade e otimalidade:
n
min ¢’z — ,uZlnxj
j=1
s.a Axr=0>

» Inx; recebe o nome de barreira logaritmica;

» 1 é o pardmetro de barreira
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Métodos de pontos interiores

Podemos balancear centralidade e otimalidade:
n
min ¢’z — ,uZlnxj
j=1
s.a Axr=0>

» Inx; recebe o nome de barreira logaritmica;

» 1 é o pardmetro de barreira e determina qual o peso da centralidade em
relacdo a otimalidade;
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Métodos de pontos interiores

Podemos balancear centralidade e otimalidade:
n
min ¢’z — ,uZlnxj
j=1
s.a Ax=1b

» Inx; recebe o nome de barreira logaritmica;

» 1 é o pardmetro de barreira e determina qual o peso da centralidade em
relacdo a otimalidade;

» Se i = 0, buscamos por otimalidade apenas;
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Métodos de pontos interiores

Podemos balancear centralidade e otimalidade:
n
min ¢’z — ,uZlnxj
j=1
s.a Ax=1b

» Inx; recebe o nome de barreira logaritmica;

» 1 é o pardmetro de barreira e determina qual o peso da centralidade em
relacdo a otimalidade;

» Se i = 0, buscamos por otimalidade apenas;

» Se . — o0, buscamos por centralidade apenas;
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Métodos de pontos interiores

Podemos balancear centralidade e otimalidade:
n
min ¢’z — ,uZlnxj
j=1

s.a Ax=1b

v

Inxz; recebe o nome de barreira logaritmica;

v

1 é o pardmetro de barreira e determina qual o peso da centralidade em
relacdo a otimalidade;

v

Se ;= 0, buscamos por otimalidade apenas;

v

Se p — oo, buscamos por centralidade apenas;

v

E para valores intermedidrios de u?
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Métodos de pontos interiores

Problema primal com barreira logaritmica:
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Métodos de pontos interiores

Problema primal com barreira logaritmica:
n
min ¢’z —p E Inz;
Jj=1

s.a Az =10
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Métodos de pontos interiores

Problema primal com barreira logaritmica:
n
min ¢’z — uZlnxj
j=1
s.a Az =b

» Como ficam as condi¢cdes de KKT para esse problema?
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Condicoes KKT

Considere o problema de Otimizacdo (geral)

min fx)
sa h(z)=0
g(z) <0

com f:R*" - R, h:R" - Rl e g: R" = R™,

Definimos a fun¢do Lagrangiana do problema:
L(z,p,s) = f(x) + pTh(x) + sTg(x)

com sT > 0.
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Condicoes KKT

Teorema: Condi¢des necessarias de primeira ordem (condigdes KKT).

» Suponha que z seja um étimo local do problema de otimizagdo
geral, que as fungbes f, g e h sejam continuamente diferencidveis e
que certas condi¢des de qualificacdo sejam validas. Ent3o existe um
vetor de multiplicadores de Lagrange (p, s) tal que as seguintes
condi¢des s3o satisfeitas:

V.L(x,p,s) = 0
hig(z) = 0, k=1,...,1
gi(z) < 0,j=1,....m
sjgi(z) = 0,j=1,...,m
s; =2 0,j=1,...,m
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:

fx) =
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:

flx)=clo— MZlnxj;
j=1
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:
n
flx)=clo— MZlnxj;
j=1
h(z) =
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:
n
flx)=clo— MZlnxj;
j=1
h(z) =b— Ax;
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:
n
flx)=clo— MZlnxj;
j=1
h(z) =b— Ax;

L(z,p,s) =cla— uZlnxj +pT(b— Az), z; >0
j=1
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:
n
flx)=clo— MZlnxj;
j=1
h(z) =b— Ax;

L(z,p,s) =cla— uZlnxj +pT(b— Az), z; >0
j=1

ij£<x7p7 S) =
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:
n
flx)=clo— MZlnxj;
j=1
h(z) =b— Ax;

L(z,p,s) =cla— uZlnxj +pT(b— Az), z; >0
j=1

1
Vo, L(z,p,8) = cj — a?p—,u;, x; >0
j
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:
flx)=clo— Milnxj;
h(z) =b— Ax; =
L(z,p,s) =clw— uilnxj +pT(b— Az), z; >0

Jj=1

1
Vo, L(z,p,8) = cj — a?p—,u;, x; >0
j

» Fazendo s; = pu/x;, obtemos:
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Condicoes KKT

» Para o problema primal com barreira logaritmica:
flx)=clo— Milnxj;
h(z) =b— Ax; =
L(z,p,s) =clw— uilnxj +pT(b— Az), z; >0
j=1

1
Vo, L(z,p,8) = cj — afp e >0
j
» Fazendo s; = pu/x;, obtemos:

V. L(x,p,s)=c— ATp — s
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Condicoes KKT

Teorema: Condi¢des necessarias de primeira ordem (condigdes KKT).

» Suponha que z seja um étimo local do problema de otimizagdo
geral, que as fungbes f, g e h sejam continuamente diferencidveis e
que certas condi¢des de qualificacdo sejam validas. Ent3o existe um
vetor de multiplicadores de Lagrange (p, s) tal que as seguintes
condi¢des s3o satisfeitas:

V.L(x,p,s) = 0
hig(z) = 0, k=1,...,1
gi(z) < 0,j=1,....m
sjgi(z) = 0,j=1,...,m
s; =2 0,j=1,...,m



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: KKT perturbado, barreira logaritmica e trajetéria central

Condicoes KKT

Logo, obtemos as condicées KKT perturbadas:

Ar = b
ATp+s

LjSj

Il
o

wj=1...,n
z,s > 0
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Condicoes KKT

Logo, obtemos as condicées KKT perturbadas:

Ax = b

ATp+s

XSe = pue
z,s > 0

Il
o
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Condicoes KKT

Logo, obtemos as condicées KKT perturbadas:

Ax = b
ATp+s = ¢

XSe = pue
z,s > 0

com X = diag(z1,T2,...,Tn),
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Condicoes KKT

Logo, obtemos as condicées KKT perturbadas:

Ax = b
ATp+s = ¢

XSe = pue
z,s > 0

com X = diag(z1,x2,...,2Tn), S = diag(s1, S2,...,5n),
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Condicoes KKT

Logo, obtemos as condicées KKT perturbadas:

Ax = b
ATp+s = ¢

XSe = pue
z,s > 0

com X = diag(z1,2,...,%), S = diag(s1,s2,...,5,), e= (1,1,...,1)T.
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Métodos de pontos interiores

Problema dual com barreira logaritmica:
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Métodos de pontos interiores

Problema dual com barreira logaritmica:

n
max blp+ ,uz In s;
j=1

sa ATp+s=c
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Métodos de pontos interiores

Problema dual com barreira logaritmica:

n
max blp+ ,LLZ In s;
j=1

sa ATp+s=c

» Como ficam as condi¢cdes de KKT para esse problema?
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:

f(p,s) =
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
n

flp,s) =b"p+p) Ins;;

j=1
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
n
f(p’s) = pr—f—/,LZlnS],

j=1
h(p, 3) =
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
n

flp,s) =b"p+p) Ins;;

j=1
h(p,s)=c—ATp—s;
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
n

f(p’s) = pr—f—/,LZlnS],
j=1
c—ATp—s;

>
—~
=

Va)
=

I
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
n

flp,s) =b"p+p) Ins;;

j=1
h(p,s)=c—ATp—s;

L(p,s,x) = pr—/,LZIHSj + a2l (c—ATp—s), 5, >0

=1
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
n

flp,s) =b"p+p) Ins;;

j=1
h(p,s)=c—ATp—s;

L(p,s,x) =b"p— MZlnsj + a2l (c—ATp—s), 5, >0
j=1

VP‘C(p7 8,%) =
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
n

flp,s) =b"p+p) Ins;;

j=1
h(p,s)=c—ATp—s;

L(p,s,x) =b"p— MZlnsj + a2l (c—ATp—s), 5, >0
j=1

V,L(p,s,x) =b— Ax
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
n

flp,s) =b"p+p) Ins;;

j=1
h(p,s)=c—ATp—s;

L(p,s,x) =b"p— MZlnsj + a2l (c—ATp—s), 5, >0
j=1

V,L(p,s,x) =b— Ax
Vi, L(p,s,x) =
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Condicoes KKT

» Para o problema de barreira logaritmica dual:
n

flp,s) =b"p+p) Ins;;

j=1
h(p,s)=c—ATp—s;

L(p,s,x) =b"p— MZlnsj + a2l (c—ATp—s), 5, >0
j=1

V,L(p,s,x) =b— Ax
Vi, L(p,s,x) = B =T 55 >0
J
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Métodos de pontos interiores

Logo, obtemos as mesmas condi¢des KKT perturbadas:

Ax = b
ATp+s = ¢
sjxy; = w,j=1,...,n

z,s > 0
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Métodos de pontos interiores

Logo, obtemos as mesmas condi¢des KKT perturbadas:

Ax = b

ATp+s = ¢
sjxy; = w,j=1,...,n
z,s > 0

> Para cada valor de p > 0, temos uma solugdo tnica (z(u), p(p), s(n)) das
condi¢bes KKT perturbadas;
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Métodos de pontos interiores

Logo, obtemos as mesmas condi¢des KKT perturbadas:

Ax = b

ATp+s = ¢
sjxy; = w,j=1,...,n
z,s > 0

> Para cada valor de p > 0, temos uma solugdo tnica (z(u), p(p), s(n)) das
condi¢bes KKT perturbadas;

» x(u) é chamado de p-centro do problema primal;
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Métodos de pontos interiores

Logo, obtemos as mesmas condi¢des KKT perturbadas:

Ax = b

ATp+s = ¢
sjxy; = w,j=1,...,n
z,s > 0

> Para cada valor de p > 0, temos uma solugdo tnica (z(u), p(p), s(n)) das
condi¢bes KKT perturbadas;

» x(u) é chamado de p-centro do problema primal;

» (p(u),s(n)) é chamado de p-centro do problema dual;



Otimizac;ﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: KKT perturbado, barreira logaritmica e trajetéria central

Métodos de pontos interiores

Logo, obtemos as mesmas condi¢des KKT perturbadas:

Ax = b

ATp+s = ¢
sy = @, g=1,...,n
z,s > 0

> Para cada valor de p > 0, temos uma solugdo tnica (z(u), p(p), s(n)) das
condi¢bes KKT perturbadas;

» x(u) é chamado de p-centro do problema primal;
» (p(u),s(n)) é chamado de p-centro do problema dual;

» O conjunto de todos os p-centros definem a caminho/trajetéria central
(central path) em suas respectivas regides factiveis.
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Métodos de pontos interiores
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Método primal-dual de pontos interiores

» O caminho central serve como um guia “seguro” para a otimalidade;
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Método primal-dual de pontos interiores

» O caminho central serve como um guia “seguro” para a otimalidade;

P> Ao seguir essa trajetdria, as solugBes primais e duais de cada iteragdo

caminham em dire¢3o a solugdo tima,
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Método primal-dual de pontos interiores

» O caminho central serve como um guia “seguro” para a otimalidade;

P> Ao seguir essa trajetdria, as solugBes primais e duais de cada iteragdo
caminham em dire¢3o a solugdo étima, sem se aproximar prematuramente

da fronteira da regido factivel;
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Método primal-dual de pontos interiores

» O caminho central serve como um guia “seguro” para a otimalidade;

P> Ao seguir essa trajetdria, as solugBes primais e duais de cada iteragdo
caminham em dire¢3o a solugdo étima, sem se aproximar prematuramente

da fronteira da regido factivel;

» Dessa forma, esses métodos sdo conhecidos como métodos seguidores de
caminho (path-following methods);
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Método primal-dual de pontos interiores

>

>

O caminho central serve como um guia “seguro” para a otimalidade;

Ao seguir essa trajetdria, as solugdes primais e duais de cada iteracdo
caminham em dire¢3o a solugdo étima, sem se aproximar prematuramente

da fronteira da regido factivel;

Dessa forma, esses métodos sdo conhecidos como métodos seguidores de
caminho (path-following methods);

Seguir estritamente o caminho central (sjz; = u, j =1,...,n) seria caro,
em geral, pois terifamos que resolver o KKT perturbado a cada iteracdo;
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Método primal-dual de pontos interiores

v

O caminho central serve como um guia “seguro” para a otimalidade;

Ao seguir essa trajetdria, as solugdes primais e duais de cada iteracdo
caminham em dire¢3o a solugdo étima, sem se aproximar prematuramente

da fronteira da regido factivel;

Dessa forma, esses métodos sdo conhecidos como métodos seguidores de
caminho (path-following methods);

Seguir estritamente o caminho central (sjz; = u, j =1,...,n) seria caro,
em geral, pois terifamos que resolver o KKT perturbado a cada iteracdo;
Ao invés, exigimos que os pares s;z; sejam em média iguais a p, isto &,
uw= sTa;/n;
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Método primal-dual de pontos interiores

v

O caminho central serve como um guia “seguro” para a otimalidade;

P> Ao seguir essa trajetdria, as solugBes primais e duais de cada iteragdo
caminham em dire¢3o a solugdo étima, sem se aproximar prematuramente

da fronteira da regido factivel;

» Dessa forma, esses métodos sdo conhecidos como métodos seguidores de
caminho (path-following methods);

» Seguir estritamente o caminho central (s;z; = u, j = 1,...,n) seria caro,
em geral, pois terifamos que resolver o KKT perturbado a cada iteracdo;

> Ao invés, exigimos que os pares s;z; sejam em média iguais a y, isto €,
uw= sTa;/n;

» Por isso, u também é conhecido como medida de dualidade, dado que

sTe =cTx —bTp.
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Método primal-dual de pontos interiores

» Além disso, os métodos mantém as solu¢des em uma vizinhan¢a do
caminho central (veremos a frente diferentes tipos de vizinhanga).
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» Obrigado pela ateng3o!

» Ddvidas?



