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Degeneragio

Apresentacao

Objetivos deste tépico:

» Entender o que é degeneracdo em programacao linear e quais as
suas implicages para o método simplex.

Video-aula:

> https://www.youtube.com/watch?v=AnYWF34Ft9oU


https://www.youtube.com/watch?v=AnYWF34Ft9U
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Degeneragio

Degeneracao

» Quando um ponto extremo é representado por mais de uma base;
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Degeneragio

Degeneracao

max  f(z1,x2) = 4x1 + Sxz2
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 2,67
0,1z1 + 0,222 <1
0,4x1 + 0,522 < 3
1 20,220 >0
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Degeneragio

Degeneracao

» Quando um ponto extremo é representado por mais de uma base;

» Em uma base degenerada, temos xz, = 0 para pelo menos um

t=1,...,m;
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Degeneragio

Degeneracao

» Quando um ponto extremo é representado por mais de uma base;

» Em uma base degenerada, temos xz, = 0 para pelo menos um
t=1,...,m;

» Um problema de programag3o linear é degenerado se possui pelo menos
uma base degenerada;
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Degeneragio

Degeneracao

Quando um ponto extremo é representado por mais de uma base;

Em uma base degenerada, temos x5, = 0 para pelo menos um
t=1,...,m;
» Um problema de programag3o linear é degenerado se possui pelo menos

uma base degenerada;

» Podemos ter s; = 0 mesmo quando a solugdo étima é um tnico ponto
extremo;
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

max  f(z1,x2) = 4x1 + Sxz2
saa 0,521 + 0,3z < 2,67
0,1z1 + 0,222 <1
0,4x1 + 0,522 < 3
1 20,220 >0
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

x;=0
max  f(z1,x2) = 4x1 + Sxz2
s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 2,67
0,1z1 + 0,222 <1 @%\
0,4z1 4+ 0,522 < 3 %5\‘
x1 > 0,22 >0 B

x,=0

D x;=0
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

max  f(z1,x2) = 4x1 + 5w

s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 2,67

N
AN
N
0,1z; + 0,2z < 1 %5\ S\
N N
0,4z1 + 0,5z2 < 3 N . h
1 >0,z >0 B. N o d
N N ~
N N N
N c N ~
~ N
N N N
N N N
~ X4:Q
N N ~
\\ N
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; t = [ -4 -5 0 0 0 ]
. 100 0,5 0,3 00 2,67
B> =0 10 A=1]01 02 1 0| b=
0 01 04 05 0 0

» Calcular a solu¢io basica primal:

2,67

zg=B"tb= 1 > 15 entra na base.

3 > Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos: 0,3
_ -1, _
pT:ch*IZ[ooo] y=B ‘az= | 0,2
T 0,5
s1 = c1—p a = —4 B

s = co—plaz = —5 B _ min{ggl61 2B 1353} -
Y Yyr Y2 Y3 Y2

> 1, sai da base.
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

max  f(z1,x2) = 4x1 + Sxz2
saa 0,521 + 0,3z < 2,67
0,1z1 + 0,222 <1
0,4x1 + 0,522 < 3
1 20,220 >0
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

Iteragdo 2: B={3,2,5} e N = {1,4}; t = [ -4 -5 0 0 0 ]
. 1 -15 0 05 03 1 0 0 2,67
B =1]10 5 0 A=]01 02 0 1 0] b=1| 1
0 —-25 1 04 05 0 0 3
» Calcular a solu¢io basica primal:
z5 1,167
25 =B b= | 2 | & 5 > 1 entra na base.
5 0,5 > Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos: 0,35
—_p-1 ~
pT=cLB ! = [0 —25 0] y=B a1~ | 05
T 0,15
81 = €1 —p ayp = -1,5 — _ —
54262—pTa4: 25 ﬁ:xﬂ:xﬂzgﬁg
Y Y1 Y3

> 15 sai da base.
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

max  f(z1,x2) = 4x1 + Sxz2
saa 0,521 + 0,3z < 2,67
0,1z1 + 0,222 <1
0,4x1 + 0,522 < 3
1 20,220 >0
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 4,33 —2.33
B '~ |0 133 -3,33
0 —16,7 6,67

» Calcular a solu¢do bdsica primal:

xr3 0
tg=B"tb= |2 | =~ | 333
o1 3,33

» Calcular os custos relativos:
pl=ckB ' =1[0 0 —10]

S5 = 057pTa5 =10
sS4 = CQ—pT(L4 = 0

cTz[—4 5 0 0 0]

05 03 1 0 0 2,67
A=]01 02 10 b=| 1
04 05 0 0 1 3

» PARE: solugdo 6tima encontrada!

» Poderiamos colocar x4 na base, sem alterar
o valor 6timo.

» Teste da raz3do:

4,33
y=B lag~ | 13,33
—16,67

B . T T T T
l:mln{ 317 Bz7 Bs}: Bi _g
Y1 Y1 Y2 Y3 Y1

» 13 sai da base.
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

Para B={4,2,1} e N = {5, 3};

0,23 1 —0,54
—307 0 3,84
3,84 0 —2,30

B '~

» Calcular a solu¢io basica primal:

T4 0
tg=B"tb= |2 | =~ | 333
o1 3,33

» Calcular os custos relativos:
pl=ckB ' =1[0 0 —10]

S5 = 057pTa5 =10

s3 =c3—plag = 0

7T = [ —4 -5 0 0 ]
0,5 0,3 0 0 2,67
A= 01 02 10| b=] 1
04 05 01 3

» Apesar de termos uma base diferente, a

solugdo é a mesma de antes.
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

Para B={4,2,1} e N = {5, 3};

023 1 —0,54
B '~ | —3,07 0 3,84
3,84 0 —2,30

» Calcular a solu¢io basica primal:

T4 0
tg=B"tb= |2 | =~ | 333
o1 3,33

» Calcular os custos relativos:
pl=ckB ' =1[0 0 —10]

S5 = 057pTa5 =10
s3 = cs—pTag =0

7T = [ 4 -5 00 0 ]
05 03 1 0 0 2,67
A= 01 02 10| b=] 1
04 05 0 0 1 3

» Apesar de termos uma base diferente, a
solugdo é a mesma de antes.

> o* = (3,33, 3,33, 0, 0, 0)
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

Para B={4,2,1} e N = {5,3}; = [ -4 -5 0 0 0 ]
. 023 1 -0,54 05 0,3 1 0 0 2,67
B™ "~ | =307 0 3,84 A=|o01 02 1 o] b=] 1
3,84 0 -2,30 04 05 0 0 1 3
» Calcular a solu¢do bdsica primal:
o 0 > Apesar d base dif
zp = B_lb N 22 ~ 3,33 pesir ,e termos uma base diferente, a
solugdo é a mesma de antes.
z1 3,33
. > z* = (3,33, 3,33, 0, 0, O
» Calcular os custos relativos: (3,33, 3,33, 0, 0, 0)

_ » Portanto, a solugdo 6tima é tnica!
pl=ckB ' =1[0 0 —10] :
S5 = 057pTa5 =10
s3 = cs—pTag =0
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 1

max  f(z1,x2) = 4x1 + 5w

s.a 0,521 4+ 0,3z2 < 2,67

N
AN
N
0,1z; + 0,2z < 1 %5\ S\
N N
0,4z1 + 0,5z2 < 3 N . h
1 >0,z >0 B. N o d
N N ~
N N N
N c N ~
~ N
N N N
N N N
~ X4:Q
N N ~
\\ N
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Degeneragio

Degeneracao

» Quando um ponto extremo é representado por mais de uma base;

Em uma base degenerada, temos x5, = 0 para pelo menos um
t=1,...,m;
» Um problema de programac3o linear é degenerado se possui pelo menos

uma base degenerada;

» Podemos ter s; = 0 mesmo quando a solugdo étima é um tnico ponto
extremo;
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Degeneragio

Degeneracao

» Quando um ponto extremo é representado por mais de uma base;
Em uma base degenerada, temos x5, = 0 para pelo menos um
t=1,...,m;

» Um problema de programac3o linear é degenerado se possui pelo menos

uma base degenerada;

» Podemos ter s; = 0 mesmo quando a solugdo étima é um tnico ponto

extremo;

» Degenera¢do pode aumentar o niimero de iteragdes desnecessariamente e
causar ciclagem: o método troca de bases mas continua no mesmo ponto

extremo, sem convergir;
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Degeneragio

Degeneracao

» Quando um ponto extremo é representado por mais de uma base;

Em uma base degenerada, temos x5, = 0 para pelo menos um
t=1,...,m;
» Um problema de programac3o linear é degenerado se possui pelo menos

uma base degenerada;

» Podemos ter s; = 0 mesmo quando a solugdo étima é um tnico ponto

extremo;

» Degenera¢do pode aumentar o niimero de iteragdes desnecessariamente e
causar ciclagem: o método troca de bases mas continua no mesmo ponto

extremo, sem convergir;

> Na pratica, exige regras especiais para evitar ciclagem.
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

x, &
N
max  f(z1,x2) = 4x1 + 5w N
N
s.a 6x1 + 5x2 < 30 \\
NI
Oz1 + 1laa <5 6 ~ N
j AN N
1z1 + 222 < 10 \\ A
7 N
1,22 20 LN N N \\
NN N N
N N N
N N
X Ny N
N N 3
N\ N N .
~ N T
AN N AN A
AN ~ N \\
N
R | N 4 .
5w 758~ 100N X,
N N




Degeneragio
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Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B = {3,4,5} e N ={1,2};
1 0 O
B'=]010
0 0 1

» Calcular a solu¢io basica primal:

30
zg=B"t'b=| 5
10

» Calcular os custos relativos:

pT=cgB =100 0]

S

s1 =c1—pa = —4
52

cz—pTag = —5
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

» Calcular os custos relativos:

pT=cgB =100 0]

S

s1 =c1—pa = —4

8o = cz—pTag = —5
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

pT=cgB =100 0]

S

s1 =c1—pa = —4

8o = cz—pTag = —5
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

pl=ckB ' =1[00 0] y

S

s1 =c1—pa = —4

8o = cz—pTag = —5
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

pT=cEB =100 0] y=B"laz =

S

s1 =c1—pa = —4

8o = cz—pTag = —5
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

pT=cEB =100 0] y=BTlaz= |1

S

s1 =c1—pa = —4

8o = cz—pTag = —5
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

pT=cEB =100 0] y=BTlaz= |1

S

s1 =c1—pa = —4

= e pTes = 5 = i {7 T 70
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

pT=cEB =100 0] y=BTlaz= |1

S

s1 =c1—pa = —4

52:02—pTa2: -5 mBl:min{@§E}
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

— -1
pT=cEB ™ =1[00 0] y=B"ax= |1
slzclpralz —4 B
52:02—pTa2— -5 By

— =min{6,5,5}
y
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

5
_ p-1 _
pT=cEB ™ =1[00 0] y=B"ax= |1
2
slzclpralz —4 B
52:02—pTa2— -5 By

IBL _ min{6,5,5) = 282 =5
Y1 Y2



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 1: B={3,4,5} e N = {1,2}; cTz[—4 -5 0 0 0]
. 100 6 51 0 0 30
B =010 A=|0 101 0| b=]5
001 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
30
2z =B"'b=| 5 > x5 entrard na base (k = 2).
10

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

—_ -1 —
pT=cEB =100 0] y=B"la2= |1
slzclpralz —4 B B
xz T
s2 = co—plaz = —5 ﬂ:min{6,5,5}= Bz _5
Y Y2

> Tp, (v4) saird da base.
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

x, &
N
max  f(z1,x2) = 4x1 + 5w N
N
s.a 6x1 + 5x2 < 30 \\
NI
Oz1 + 1laa <5 6 ~ N
j AN N
1z1 + 222 < 10 \\ A
7 N
1,22 20 LN N N \\
NN N N
N N N
N N
X Ny N
N N 3
N\ N N .
~ N T
AN N AN A
AN ~ N \\
N
R | N 4 .
5w 758~ 100N X,
N N
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 2: B={3,2,5} e N = {1,4}; t = [ -4 -5 0 0 0 ]
. L =50 6 5100 30
B =0 1 0 A=|0 10 10| b=]5
0 2 1 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
5
25 =B b= |5 | (degeneradal) > 1 entrard na base (k=1).
0 » Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos: 6
_ n-1 _
pT=cEB™ = [0 -5 0] y=B"a1= |0
1
slzclpralz —4 _ _
z z
s4 = ca—plas= 5 By =min{0,83; @; 0} = Bs
Y1 Y3

> I, (z5) saird da base.
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

x, &
N
max  f(z1,x2) = 4x1 + 5w N
N
s.a 6x1 + 5x2 < 30 \\
NI
Oz1 + 1laa <5 6 ~ N
j AN N
1z1 + 222 < 10 \\ A
7 N
1,22 20 LN N N \\
NN N N
N N N
N N
X Ny N
N N 3
N\ N N .
~ N T
AN N AN A
AN ~ N \\
N
R | N 4 .
5w 758~ 100N X,
N N




Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

7 —6
Bl =10 1 o
0 -2 1




Degeneragio
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Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:




Degeneragio
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Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:

zg=DB"'b

cTz[—4 5 0 0 0]
6 510 0 30
A=|0o 10 10| b=]5
1200 1 10
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5
zg=B"t'b= |5
0
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5

zg=B"t'b= |5
0

(degenerada!)

6 5 1 0 O 30
A=(0 1 0 1 O b=15
1 2 0 0 1 10
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:

5
T = B %= |5 (degeneradal)
0

» Calcular os custos relativos:
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:

5
T = B %= |5 (degeneradal)
0

» Calcular os custos relativos:

p' =
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:

5
T = B %= |5 (degeneradal)
0
» Calcular os custos relativos:

pT =B =
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:

5
T = B %= |5 (degeneradal)
0

» Calcular os custos relativos:

pT=cEB™ = [0 3 —4]
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5

zg=B"t'b= |5
0

(degenerada!)

» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]

T
S4 = C4 — P aq =

T
S5 = C5 —p a5 =

6 5 1 0 O 30
A=(0 1 0 1 O b=15
1 2 0 0 1 10
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5

zg=B"t'b= |5
0

(degenerada!)

» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]

s4 = ca—plas = —3

55

cs —pTa5 = 4

6 5 1 0 O 30
A=(0 1 0 1 O b=15
1 2 0 0 1 10
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5

T = B %= |5 (degeneradal)
0

» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]

s4 = ca—plas = —3

S5 = 05—pTa5 = 4

» A solu¢do ainda ndo

0 30
0 b= 5
1 10
é Stima!
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5

zg=B"t'b= |5
0

(degenerada!)

» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]

s4 = ca—plas = —3

S5 = 05—pTa5 = 4

6 5 1 0 O 30
A=(0 1 0 1 O b=15
1 2 0 0 1 10

P> A solugdo ainda n3o é étimal

» Estamos sobre o mesmo ponto de
antes.
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:

5
T = B %= |5 (degeneradal)
0
» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]
sS4 = (34pra4 = -3

S5 = 05—pTa5 = 4

6 5 1 0 O 30
A=(0 1 0 1 O b=15
1 2 0 0 1 10

P> A solugdo ainda n3o é étimal

» Estamos sobre o mesmo ponto de
antes.

P> Fizemos uma iteragdo a mais, trocando
de base sem sair do lugar :(
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢do bdsica primal:
5

zg=B"t'b= |5
0

(degenerada!)

» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]

sa =ca—plag = —3
S5 = 05—pTa5 = 4

6 5 1 0 O 30
A=(0 1 0 1 O b=15
1 2 0 0 1 10

>

>

A solugdo ainda n3o é Stima!
Estamos sobre o mesmo ponto de

antes.

Fizemos uma iteragdo a mais, trocando
de base sem sair do lugar :(

Devemos tomar cuidado para nio
ciclar!

(caso haja novo empate no teste da razdo)
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4}; t = [ -4 -5 0 0 0 ]
. LT =6 6 510 0 30
B7= 1|0 1 o0 A=|0 101 0| b=]5
0 -2 1 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
5
25 =B b= |5 | (degeneradal) > x4 entrard na base (k =4).
0

» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]

s4 = ca—plas = —3

S5 cs —pTa5 = 4
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5

T = B %= |5 (degeneradal)
0

» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]

s4 = ca—plas = —3

S5 = 05—pTa5 = 4

30

10

> x4 entrard na base (k =4).

P> Teste da razdo:
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5

T = B %= |5 (degeneradal)
0

» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]

s4 = ca—plas = —3

S5 = 05—pTa5 = 4

30

10

> x4 entrard na base (k =4).

P> Teste da razdo:

Yy =
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4}; t = [ -4 -5 0 0 0 ]
. LT =6 6 510 0 30
B7= 1|0 1 o0 A=|0 101 0| b=]5
0 -2 1 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
5
25 =B b= |5 | (degeneradal) > x4 entrard na base (k =4).
0

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

pT=ckB™ =03 —4] y=B"las=

s4 = ca—plas = —3

S5 = 05—pTa5 = 4
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4}; t = [ -4 -5 0 0 0 ]
. LT =6 6 510 0 30
B7= 1|0 1 o0 A=|0 101 0| b=]5
0 -2 1 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
5
25 =B b= |5 | (degeneradal) > x4 entrard na base (k =4).
0

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

7
_ p-1
pl =cEB™ = [0 3 —4] y=Blag= | 1
—2
54:(:47pTa4: -3
S5 es —plas = 4
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4}; t = [ -4 -5 0 0 0 ]
. LT =6 6 510 0 30
B7= 1|0 1 o0 A=|0 101 0| b=]5
0 -2 1 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
5
25 =B b= |5 | (degeneradal) > x4 entrard na base (k =4).
0

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

7
_ np-1 _
pT=cEB™ = [0 3 —4] y=B"as= | 1
—2
54:(:4pra4: -3 B
S5

cs —pTas = 4 ﬁ:mm{& mﬂ}
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5

T = B %= |5 (degeneradal)
0

» Calcular os custos relativos:
pl =cEB™ = [0 3 —4]
s4a =ca—plag = —3

S5 cs —pTa5 = 4

30

10

> x4 entrard na base (k =4).

P> Teste da razdo:
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4}; t = [ -4 -5 0 0 0 ]
. LT =6 6 510 0 30
B7= 1|0 1 o0 A=|0 101 0| b=]5
0 -2 1 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
5
25 =B b= |5 | (degeneradal) > x4 entrard na base (k =4).
0

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

7
_ p-1 —
pT=cEB™ = [0 3 —4] y=B"as= | 1
—2
sa =ca—plas = —3 _
S5 05—pTa5: 4 B,

=min{0,71; 5; @}
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4};

1 7 -6
Bl =10 1 o
0 -2 1

» Calcular a solu¢io basica primal:
5
T = B %= |5 (degeneradal)
0
» Calcular os custos relativos:

pT=cEB™ = [0 3 —4]

s4 = ca—plas = —3

S5 = 05—pTa5 = 4

6 5 1 0 O 30
A=(0 1 0 1 O b=15
1 2 0 0 1 10

> x4 entrard na base (k =4).

P> Teste da razdo:

B

=min{0,71; 5; @} = “BL = 0,71
Y1
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 3: B={3,2,1} e N = {5,4}; t = [ -4 -5 0 0 0 ]
. LT =6 6 510 0 30
B7= 1|0 1 o0 A=|0 101 0| b=]5
0 -2 1 1200 1 10
» Calcular a solu¢io basica primal:
5
25 =B b= |5 | (degeneradal) > x4 entrard na base (k =4).
0

P> Teste da razdo:
» Calcular os custos relativos:

7
—_ -1 —
pT=cEB™ = [0 3 —4] y=B"as= | 1
—2
sa = ca—plas = —3 _ _
55:05—pTa5: 4 By

B — min{0,71; 5; o} = 281 — 0,71
Y1

> Tp, (x3) saird da base.
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};
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Degeneracio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3}; T

B™' =




Degeneragio

Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
—0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714

B™' =
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
B '=| -0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714

» Calcular a solu¢io basica primal:
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
B '=| -0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714

» Calcular a solu¢io basica primal:

zg=DB"'b




Degeneragio
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Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
—0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714

B™' =

» Calcular a solu¢io basica primal:
0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429




Degeneragio
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Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
—0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714

B™' =

» Calcular a solu¢io basica primal:
0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429




Degeneragio
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Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
—0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714

B™' =

» Calcular a solu¢io basica primal:
0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429

» Calcular os custos relativos:




Degeneragio
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Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
—0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714

B™' =

» Calcular a solu¢io basica primal:

0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429

» Calcular os custos relativos:

p' =




Degeneragio
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Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3}; T

0,143 1,000 —0,857
—0,143 0,000 0,857 A
0,286 0,000 —0,714

B™' =

» Calcular a solu¢io basica primal:

0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429

» Calcular os custos relativos:

pT =B =




Degeneragio
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Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
—0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714

B™' =

» Calcular a solu¢io basica primal:

0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429

» Calcular os custos relativos:

pT =cEB™ = [ —0,429 0.000 —1,429 ]
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
B '=| -0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714
» Calcular a solu¢io basica primal:
0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429
» Calcular os custos relativos:

pT =cEB™ = [ —0,429 0.000 —1,429 ]

T

§3 = €3 —p a3z =
T

§5 = C5 — P a5 =

6 5 1 0 O 30
A=(0 1 0 1 O b=15
1 2 0 0 1 10
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
B '=| -0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714
» Calcular a solu¢io basica primal:
0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429
» Calcular os custos relativos:

pT =cEB™ = [ —0,429 0.000 —1,429 ]

s3 = c3 7pTa3 = 0,429
S5 = cs —pTa5 = 1,429

6 5 1 0 O 30
A=(0 1 0 1 O b=15
1 2 0 0 1 10
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};

0,143 1,000 —0,857
—0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714

B™' =

» Calcular a solu¢io basica primal:
0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429
» Calcular os custos relativos:
pT =cEB™ = [ —0,429 0.000 —1,429 ]
s3 = c3 7pTa3 = 0,429
S5 = cs —pTa5 = 1,429

» PARE! Os custos relativos sdo > 0.

» Solugdo 6tima encontradal
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Degeneragio

Degeneracao: Exemplo 2

Iteragdo 4: B ={4,2,1} e N = {5,3};
0,143 1,000 —0,857
B '=| -0,143 0,000 0,857
0,286 0,000 —0,714
» Calcular a solu¢io basica primal:
0,714
zp=B"'b=| 4,286
1,429
» Calcular os custos relativos:
pT =cEB™ = [ —0,429 0.000 —1,429 ]

s3 = c3 7pTa3 = 0,429
S5 = c¢p —pTa5 1,429

vV V. v vy

PARE! Os custos relativos sdo > 0.
Solugdo étima encontradal
x* = (1,43; 4,29; 0, 0,71; 0);

ckay = —27,14;
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Degeneragio

Degeneracao
> Resumindo...

» Um problema de programacao linear é degenerado se possui pelo menos
uma base degenerada (isto é, x5, = 0 para pelo menos um i = 1,...,m);
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Degeneragio

Degeneracao
> Resumindo...

» Um problema de programacao linear é degenerado se possui pelo menos
uma base degenerada (isto é, x5, = 0 para pelo menos um i = 1,...,m);

» Possiveis consequéncias:

» Podemos ter uma unica solugdo étima mesmo quando s; = 0;
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Degeneragio

Degeneracao
> Resumindo...

» Um problema de programacao linear é degenerado se possui pelo menos
uma base degenerada (isto é, x5, = 0 para pelo menos um i = 1,...,m);

» Possiveis consequéncias:

» Podemos ter uma unica solugdo étima mesmo quando s; = 0;
» O ndmero de iteracdes pode aumentar desnecessariamente;
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Degeneragio

Degeneracao
> Resumindo...

» Um problema de programacao linear é degenerado se possui pelo menos
uma base degenerada (isto é, x5, = 0 para pelo menos um i = 1,...,m);

» Possiveis consequéncias:

» Podemos ter uma unica solugdo étima mesmo quando s; = 0;
» O ndmero de iteracdes pode aumentar desnecessariamente;
» Pode ocorrer ciclagem: o método repete as trocas de bases, sem

convergir para uma solugdo étima.
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Degeneragio

Degeneracao
> Resumindo...

» Um problema de programacao linear é degenerado se possui pelo menos
uma base degenerada (isto é, x5, = 0 para pelo menos um i = 1,...,m);

» Possiveis consequéncias:

» Podemos ter uma unica solugdo étima mesmo quando s; = 0;
» O ndmero de iteracdes pode aumentar desnecessariamente;
» Pode ocorrer ciclagem: o método repete as trocas de bases, sem

convergir para uma solugdo étima.

» Existem diversas formas de contornar esses problemas na pratica, usando
regras que sdo comumente implementadas nos softwares de otimizac3o.
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Degeneragio

Degeneracao
> Formas de se evitar ciclagem ou excesso de iteracoes
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Degeneragio

Degeneracao
> Formas de se evitar ciclagem ou excesso de iteracoes

> Perturbacdo (aleatéria) dos vetores de solu¢des. Por exemplo:

» 1 =ux+ e, onde 6 é um vetor de nimeros aleatérios entre 0 e 1, e ¢

é uma constante suficientemente pequena (!);
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Degeneragio

Degeneracao
> Formas de se evitar ciclagem ou excesso de iteracoes

> Perturbacdo (aleatéria) dos vetores de solu¢des. Por exemplo:

> 2 =x+ cf, onde 6 é um vetor de nimeros aleatdrios entre 0 e 1, e €
é uma constante suficientemente pequena (!);

» Muito usada em implementagdes computacionais, mas deve-se ter
cuidado!
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Degeneragio

Degeneracao
> Formas de se evitar ciclagem ou excesso de iteracoes

> Perturbacdo (aleatéria) dos vetores de solu¢des. Por exemplo:

> 2 =z + ¢f, onde § é um vetor de niimeros aleatdrios entre O e 1, e ¢
é uma constante suficientemente pequena (!);

» Muito usada em implementagdes computacionais, mas deve-se ter
cuidado!

> Regras: lexicografica e de Bland — garantem convergéncia (tedrica) do

método simplex.
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Degeneragio

Degeneracao
> Regra lexicogréfica
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Degeneragio

Degeneracao
> Regra lexicogréfica
» Um vetor u é lexicograficamente menor que um vetor v se u # v e o

primeiro componente de u distinto de v, digamos u;, satisfaz u; < v; (isto

é: existe ¢ tal que uj; = wv; para j=0,...,i— 1 e u; < v;);
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Degeneragio

Degeneracao
> Regra lexicogréfica

» Um vetor u é lexicograficamente menor que um vetor v se u # v e o
primeiro componente de u distinto de v, digamos u;, satisfaz u; < v; (isto
é: existe ¢ tal que uj; = wv; para j=0,...,i— 1 e u; < v;);
[0,2,1,4] <1 [0,2,3,0]
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Degeneragio

Degeneracao
> Regra lexicogréfica

» Um vetor u é lexicograficamente menor que um vetor v se u # v e o
primeiro componente de u distinto de v, digamos u;, satisfaz u; < v; (isto
é: existe ¢ tal que uj; = wv; para j=0,...,i— 1 e u; < v;);
[0,2,1,4] <, [0,2,3,0]

» A regra é baseada no Tableau: quando hd empate no teste da razdo,
divide-se cada valor na linha ¢ do Tableau por y; (somente para y; > 0) e

escolhe-se a linha que é lexicograficamente menor;
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Degeneragio

Degeneracao
> Regra lexicogréfica

» Um vetor u é lexicograficamente menor que um vetor v se u # v e o
primeiro componente de u distinto de v, digamos u;, satisfaz u; < v; (isto
é: existe ¢ tal que uj; = wv; para j=0,...,i— 1 e u; < v;);
[0,2,1,4] <, [0,2,3,0]

» A regra é baseada no Tableau: quando hd empate no teste da razdo,
divide-se cada valor na linha ¢ do Tableau por y; (somente para y; > 0) e
escolhe-se a linha que é lexicograficamente menor;

» No simplex em nota¢do matricial, isso seria equivalente a: Para cada
j=1,...,n, calcular B’laj e dividir cada componente por y; (somente
se y; > 0). Se houver algum i tal que a componente do vetor resultante
seja estritamente menor, entdo B3; sai da base;
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Degeneragio

Degeneracao
> Regra lexicogréfica

» Um vetor u é lexicograficamente menor que um vetor v se u # v e o
primeiro componente de u distinto de v, digamos u;, satisfaz u; < v; (isto
é: existe ¢ tal que uj; = wv; para j=0,...,i— 1 e u; < v;);
[07 27 1’ 4] <L [07 27 37 0]

» A regra é baseada no Tableau: quando hd empate no teste da razdo,

divide-se cada valor na linha ¢ do Tableau por y; (somente para y; > 0) e
escolhe-se a linha que é lexicograficamente menor;

» No simplex em nota¢do matricial, isso seria equivalente a: Para cada
j=1,...,n, calcular B’laj e dividir cada componente por y; (somente
se y; > 0). Se houver algum i tal que a componente do vetor resultante

seja estritamente menor, entdo B3; sai da base;

» Sempre hd uma componente i satisfazendo o critério acima quando A tem
linhas independentes (sendo B™' A teria duas linhas idénticas).
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Degeneragio

Degeneracao
> Regra de Bland
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Degeneragio

Degeneracao
> Regra de Bland

» No caso de empate no teste da razdo, escolha para sair da base a

componente de menor indice;

» Muito mais simples e ndo requer o uso do Tableau ou célculos adicionais;
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Degeneragio

Implementacdes computacionais eficientes

» Célculos baseados na notagdo matricial;
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Degeneragio

Implementacdes computacionais eficientes

» Célculos baseados na notagdo matricial;

» Porém, inversas nao sao usadas: resolucdo de sistemas lineares, p.ex.
Bz =b;
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Degeneragio

Implementacdes computacionais eficientes

» Célculos baseados na notagdo matricial;
» Porém, inversas nao sao usadas: resolucdo de sistemas lineares, p.ex.
Bz =b;

» A matriz basica é representada pela decomposicao B = LU;
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Degeneragio

Implementacdes computacionais eficientes

» Célculos baseados na notagdo matricial;

Porém, inversas ndo sdao usadas: resolugcdo de sistemas lineares, p.ex.
Bz =b;

» A matriz basica é representada pela decomposicao B = LU;

Na prética, os problemas sdo de grande-porte e esparsos, e assim,
utiliza-se estruturas de dados para representacdo de matrizes esparsas;
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Degeneragio

Implementacdes computacionais eficientes

» Célculos baseados na notagdo matricial;

Porém, inversas ndo sdao usadas: resolugcdo de sistemas lineares, p.ex.
Bz =b;

» A matriz basica é representada pela decomposicao B = LU;

Na prética, os problemas sdo de grande-porte e esparsos, e assim,
utiliza-se estruturas de dados para representacdo de matrizes esparsas;

» Problemas esparsos sdo aqueles com relativamente poucos coeficientes

n3o-nulos;



Otimizagﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Degeneragio

Implementacdes computacionais eficientes

» Célculos baseados na notagdo matricial;

Porém, inversas ndo sdao usadas: resolugcdo de sistemas lineares, p.ex.
Bz =b;

» A matriz basica é representada pela decomposicao B = LU;

Na prética, os problemas sdo de grande-porte e esparsos, e assim,
utiliza-se estruturas de dados para representacdo de matrizes esparsas;

» Problemas esparsos sdo aqueles com relativamente poucos coeficientes
n3o-nulos;

» Em média, problemas reais tem 5% dos coeficientes n3o-nulos;
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Degeneragio

Implementacdes computacionais eficientes

» Célculos baseados na notagdo matricial;

» Porém, inversas nao sao usadas: resolucdo de sistemas lineares, p.ex.
Bz =b;

» A matriz basica é representada pela decomposicao B = LU;

Na prética, os problemas sdo de grande-porte e esparsos, e assim,
utiliza-se estruturas de dados para representacdo de matrizes esparsas;

» Problemas esparsos sdo aqueles com relativamente poucos coeficientes
n3o-nulos;

Em média, problemas reais tem 5% dos coeficientes ndo-nulos;
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Degeneragio

» Obrigado pela ateng3o!

» Ddvidas?



