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Teoria de Dualidade

Apresentacao

Objetivos deste topico:

» Estudar os principais resultados tedricos da dualidade em
programacao linear.

Video-aulas:

P> https://www.youtube.com/watch?v=u_vNrV14RXM
» https://www.youtube.com/watch?v=a3QJg_50170
» https://www.youtube.com/watch?v=4wKQ2J9H6BA

» https://www.youtube.com/watch?v=MBkOu9sexP0O


https://www.youtube.com/watch?v=u_vNrV14RXM
https://www.youtube.com/watch?v=a3QJg_50170
https://www.youtube.com/watch?v=4wKQ2J9H6BA
https://www.youtube.com/watch?v=MBk0u9sexP0
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Teoria

» A teoria de dualidade tem suas raizes nos trabalhos de Lagrange;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Teoria

» A teoria de dualidade tem suas raizes nos trabalhos de Lagrange;

» A otimizac3o de uma funcdo restrita a um dominio é tratada como a

otimizacdo de uma func3o irrestrita penalizada;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Teoria

» A teoria de dualidade tem suas raizes nos trabalhos de Lagrange;

» A otimizac3o de uma funcdo restrita a um dominio é tratada como a

otimizacdo de uma func3o irrestrita penalizada;

Joseph-Louis Lagrange

Mathematician

Joseph-Louis Lagrange was an Italian Enlightenment
Era mathematician and astronomer. He made
significant contributions to the fields of analysis,
number theory, and both classical and celestial
mechanics. Wikipedia

Born: January 25, 17386, Turin, ltaly
Died: April 10, 1813, Paris, France
Education: Ecole Polytechnique
Books: Analytical mechanics

Parents: Giuseppe Francesco Lodovico Lagrange, Maria Theresa Gros
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Teoria de Dualidade

Dualidade

» Considere que o seguinte problema possua solu¢io étima x*:

min  f(z) =c'z

s.a Ax =D
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Teoria de Dualidade

Dualidade

» Considere que o seguinte problema possua solu¢io étima x*:

min  f(z) =c'z
s.a Az =10
x>0

» Existe um vetor p* € R™ tal que o seguinte problema é equivalente:

min Tz + (p9)T (b — Ax)
s.a x>0
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Teoria de Dualidade

Dualidade

» Para um vetor p € R™ arbitrario, temos uma relaxac3o:

fa*) = min{c"s| Av=b}
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Teoria de Dualidade

Dualidade

» Para um vetor p € R™ arbitrario, temos uma relaxac3o:
f(z*) = min{c"z | Az =b}
x>0

= m>i¥)1{cT:c +p"(b— Az) | Az = b}
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Teoria de Dualidade

Dualidade

» Para um vetor p € R™ arbitrario, temos uma relaxac3o:
fz™) = m>ig{cT:r | Az = b}
= min{c"z+p"(b— Az) | Az = b}
x>0

> m>ig{cTrc +pT (b — Axz)}.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

» Para um vetor p € R™ arbitrario, temos uma relaxac3o:
f(z*) = min{c"z | Az =b}
x>0

= m>i¥)1{cT:c +p"(b— Az) | Az = b}

\Y%

m>ig{cT:1: +pT (b — Axz)}.

» Seja g(p) o valor étimo deste problema relaxado (em func3o de p), i.e.

9(p) = gcnzig{cTw +p' (b— Ax)}.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

» Para um vetor p € R™ arbitrario, temos uma relaxac3o:
f(z*) = min{c"z | Az =b}
x>0

= m>i¥)1{cT:c +p"(b— Az) | Az = b}

\Y%

m>ig{cT:1: +pT (b — Axz)}.
» Seja g(p) o valor étimo deste problema relaxado (em func3o de p), i.e.
9(p) = min{c"z +p" (b - Az)}.

» Para qualquer p € R™, temos g(p) < f(z*).
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Teoria de Dualidade

Dualidade

» Para um vetor p € R™ arbitrario, temos uma relaxac3o:
f(z*) = min{c"z | Az =b}
x>0

= m>i¥)1{cT:c +p"(b— Az) | Az = b}

Y

m>i{)1{cT:1: +pT (b — Axz)}.
» Seja g(p) o valor étimo deste problema relaxado (em func3o de p), i.e.
9(p) = min{c"z +p" (b - Az)}.

» Para qualquer p € R™, temos g(p) < f(z*). Assim, temos um limitante

inferior para o valor 6timo do problema original.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Surgem entdo as questdes:

» Qual serd o vetor p* € R™ que resulta no melhor limitante inferior?
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Surgem entdo as questdes:
» Qual serd o vetor p* € R™ que resulta no melhor limitante inferior?

» Serd que podemos garantir que g(p*) = f(z*)?
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Surgem entdo as questdes:
» Qual serd o vetor p* € R™ que resulta no melhor limitante inferior?
» Serd que podemos garantir que g(p*) = f(z*)?

Melhor limitante:

g(p*)
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Surgem entdo as questdes:
» Qual serd o vetor p* € R™ que resulta no melhor limitante inferior?

» Serd que podemos garantir que g(p*) = f(z*)?

Melhor limitante:

9p") = maxg(p)
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Surgem entdo as questdes:

» Qual serd o vetor p* € R™ que resulta no melhor limitante inferior?

» Serd que podemos garantir que g(p*) = f(z*)?

Melhor limitante:
g(p’) = ;gﬂ%gg()

= max mln{c z+p(b— Az)}.
peER™ 2
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Temos que para p € R™ arbitrario:

g(p)
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Temos que para p € R™ arbitrario:

9(p) = min{c"z+p" (b— Az)}
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Temos que para p € R™ arbitrario:

9(p) = min{c"z+p" (b— Az)}

= m>h(;1{cT:U +p'b—p" Az}
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Temos que para p € R™ arbitrario:

9(p) = min{c"z+p" (b— Az)}

= m>h(;1{cT:U +p'b—p" Az}

p b+ m>igl{cT:c —p" Az}
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Temos que para p € R™ arbitrario:

9(p) = min{c"z+p" (b— Az)}

= m>h(;1{cT:U +p'b—p" Az}

p b+ m>ig{cT:c —p" Az}

p"b+min{(c” —p" A)z}
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Temos que para p € R™ arbitrario:

9(p) = min{c"z+p" (b— Az)}

= m>h(;1{cT:U +p'b—p" Az}

p b+ m>ig{cT:c —p" Az}

p"b+min{(c" —p" A)z}

P b—|—m1n{z p aj)x }
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Temos que para p € R™ arbitrario:

9(p) = min{c"z+p" (b— Az)}

= m>1101{cT:U +p'b—p" Az}

p b+ m>i£1{cT:c —p" Az}

p"b+min{(c" —p" A)z}

P b—|—m1n{z p aj)x }

D b—i—Zmln —p"aj)z;.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

min (¢; — p" a;)z; =
o 3)%;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

min (¢; — p" a;)z; =
o 3)%;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

min (¢; — p" a;)z; = s
2,207 p a;)r; =
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

) T —o0, se (¢; —plaj) <0,
min (c; —p- a;)z; =
;>0
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

. T —o0, se(¢;—pla;) <0, (z; — o)
min (c; —p- a;)z; =
;>0
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

. T —o0, se(¢;—pla;) <0, (z; — o)
min (c; —p- a;)z; =

©;20 0, c.c.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

. T —o0, se(¢;—pla;) <0, (z; — o)
min (c; —p- a;)z; =

520 0, cc. (x; =0)
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

. T —o0, se(¢;—pla;) <0, (z; — o)
min (c; —p- a;)z; =
520 0, cc. (x; =0)

> Sempre que essa express3o resulta em —oo, temos um limitante trivial;
(lembre-se que estamos buscando o limitante mdximo)
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

. T —o0, se(¢;—pla;) <0, (z; — o)
min (c; —p- a;)z; =
520 0, cc. (x; =0)

> Sempre que essa express3o resulta em —oo, temos um limitante trivial;

(lembre-se que estamos buscando o limitante mdximo)

» Assim, queremos evitar esse tipo de limitante;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

. T —o0, se(¢;—pla;) <0, (z; — o)
min (c; —p- a;)z; =
520 0, cc. (x; =0)

> Sempre que essa express3o resulta em —oo, temos um limitante trivial;

(lembre-se que estamos buscando o limitante mdximo)
» Assim, queremos evitar esse tipo de limitante;

» Como?
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

. T —o0, se(¢;—pla;) <0, (z; — o)
min (c; —p- a;)z; =
520 0, cc. (x; =0)

> Sempre que essa express3o resulta em —oo, temos um limitante trivial;

(lembre-se que estamos buscando o limitante mdximo)
» Assim, queremos evitar esse tipo de limitante;

» Como? Basta restringirmos p t.q. ¢; —p a; > 0,5 =1,...,n;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

. T —o0, se(¢;—pla;) <0, (z; — o)
min (c; —p* a;)z; =
520 0, cc. (x; =0)

> Sempre que essa express3o resulta em —oo, temos um limitante trivial;
(lembre-se que estamos buscando o limitante mdximo)

» Assim, queremos evitar esse tipo de limitante;

» Como? Basta restringirmos p t.q. ¢; —p a; > 0,5 =1,...,n;

: T
» Dessa forma, m1>n(cj —p aj)z; =0.
;>0



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

Dualidade

Continuando a expressdo para g(p), temos que:

n
gp) = pr-i-Zgli;})(Cj —p'aj)x;
j=1"77
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Continuando a expressdo para g(p), temos que:

n
9(p) pTb+ Y min(e; —plas);
j=1"77
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Continuando a expressdo para g(p), temos que:

g(p) = p'b+ Y min(e; —p ;)
j=1"=

para todo p € R™ t.q. ¢;j —pTa; >0,j=1,...,n.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Continuando a expressdo para g(p), temos que:

n
T . T
9(p) pb+ Y min(e; —play)z;
j=1"77
para todo p € R™ t.q. ¢; —p~a; >0, j=1,...,n. Portanto,

g7) = maxg(p)
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Continuando a expressdo para g(p), temos que:

n
T . T
9(p) pb+ Y min(e; —play)z;
j=1"77
para todo p € R™ t.q. ¢; —p~a; >0, j=1,...,n. Portanto,

g7) = maxg(p)

_ T
= gelgzg{g(p) | A"p <c}
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Continuando a expressdo para g(p), temos que:

n
T . T
9(p) pb+ Y min(e; —play)z;
j=1"77
para todo p € R™ t.q. ¢; —p~a; >0, j=1,...,n. Portanto,

g7) = maxg(p)

_ T
= gelgzg{g(p) | A"p <c}

T T
= m b| A p<cl
pegﬁ{p | A"p<c}
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Continuando a expressdo para g(p), temos que:

n
T . T
9(p) pb+ Y min(e; —play)z;
j=1"77
para todo p € R™ t.q. ¢; —p~a; >0, j=1,...,n. Portanto,

g7) = maxg(p)
T
= <
pmeg,zg{g(p) | A"p<c}
T T
= A p<ecl.
max{p"b|A'p<c}

(problema dual)
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Problema primal Problema dual
min f(z) =clz max ¢g(p) =b'p
sa Ar=0b sa Alp<c
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Teoria de Dualidade

Dualidade

Problema primal Problema dual
min f(z) =clz max ¢g(p) =b'p
sa Ax>b sa Alp<c

x>0 p=>0
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Exercicio

Usando a teoria Lagrangiana, determine o problema dual do seguinte
problema de programacg&o linear (sem usar a forma padréo):

min  f(z1,z2,23) = c1z1 + c22 + c3x3

s.a 1171 + a12T2 + a1373 = by
a21T1 + G222 + az3x3 < by
a3121 + 3222 + a33x3 > bs

x1 >0, x2 <0, x3 livre.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade fraca.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade fraca.

» Se x é uma soluc3o factivel para o problema primal e p é uma
solucio factivel para o problema dual, entdo b7p < cTx.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade fraca.

» Se x é uma soluc3o factivel para o problema primal e p é uma
solucio factivel para o problema dual, entdo b7p < cTx.

Prova:
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade fraca.

» Se x é uma soluc3o factivel para o problema primal e p é uma
solucio factivel para o problema dual, entdo b7p < cTx.

Prova: Como x é factivel, temos que Ax = b.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade fraca.
» Se x é uma soluc3o factivel para o problema primal e p é uma

solucio factivel para o problema dual, entdo b7p < cTx.

Prova: Como x é factivel, temos que Az = b. Da mesma forma, temos

que ATp <ec.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade fraca.
» Se x é uma soluc3o factivel para o problema primal e p é uma

solucio factivel para o problema dual, entdo b7p < cTx.

Prova: Como x é factivel, temos que Az = b. Da mesma forma, temos

que ATp < ¢. Logo, bTp
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade fraca.
» Se x é uma soluc3o factivel para o problema primal e p é uma

solucio factivel para o problema dual, entdo b7p < cTx.

Prova: Como x é factivel, temos que Az = b. Da mesma forma, temos
que ATp < ¢. Logo, bTp = (Az)Tp
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade fraca.
» Se x é uma soluc3o factivel para o problema primal e p é uma

solucio factivel para o problema dual, entdo b7p < cTx.

Prova: Como x é factivel, temos que Az = b. Da mesma forma, temos
que ATp < c. Logo, bTp = (Ax)Tp=2TATp



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade fraca.
» Se x é uma soluc3o factivel para o problema primal e p é uma

solucio factivel para o problema dual, entdo b7p < cTx.

Prova: Como x é factivel, temos que Az = b. Da mesma forma, temos
que ATp < c. Logo, bTp = (Az)Tp =2TATp < 27c.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 1:

1. Se o problema primal € ilimitado, ent3o o dual é infactivel;

2. Se o problema dual ¢ ilimitado, entdo o primal é infactivel.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 1:

1. Se o problema primal € ilimitado, ent3o o dual é infactivel;

2. Se o problema dual ¢ ilimitado, entdo o primal é infactivel.

Prova:
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 1:

1. Se o problema primal € ilimitado, ent3o o dual é infactivel;

2. Se o problema dual ¢ ilimitado, entdo o primal é infactivel.

Prova: (1) Suponha que o problema primal seja ilimitado e que seu dual

tenha uma solugdo factivel p.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 1:

s

1. Se o problema primal € ilimitado, ent3o o dual é infactivel;
2. Se o problema dual ¢ ilimitado, entdo o primal é infactivel.
Prova: (1) Suponha que o problema primal seja ilimitado e que seu dual

tenha uma solugdo factivel p. Pelo teorema da dualidade fraca, temos

bT'p < ¢z, para todo « factivel.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 1:

s

1. Se o problema primal € ilimitado, ent3o o dual é infactivel;
2. Se o problema dual ¢ ilimitado, entdo o primal é infactivel.
Prova: (1) Suponha que o problema primal seja ilimitado e que seu dual

tenha uma solugdo factivel p. Pelo teorema da dualidade fraca, temos

bT'p < ¢z, para todo x factivel. Assim b'p < —oo,
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 1:

s

1. Se o problema primal € ilimitado, ent3o o dual é infactivel;
2. Se o problema dual ¢ ilimitado, entdo o primal é infactivel.
Prova: (1) Suponha que o problema primal seja ilimitado e que seu dual

tenha uma solugdo factivel p. Pelo teorema da dualidade fraca, temos

bT'p < ¢z, para todo x factivel. Assim bTp < —o0, 0 que é absurdo,
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 1:

s

1. Se o problema primal € ilimitado, ent3o o dual é infactivel;

2. Se o problema dual ¢ ilimitado, entdo o primal é infactivel.

Prova: (1) Suponha que o problema primal seja ilimitado e que seu dual
tenha uma solugdo factivel p. Pelo teorema da dualidade fraca, temos
bT'p < ¢z, para todo x factivel. Assim bTp < —o0, 0 que é absurdo, pois

assumimos que p é factivel e deverfamos ter b¥p € R.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 1:

s

1. Se o problema primal € ilimitado, ent3o o dual é infactivel;

2. Se o problema dual ¢ ilimitado, entdo o primal é infactivel.

Prova: (1) Suponha que o problema primal seja ilimitado e que seu dual
tenha uma solugdo factivel p. Pelo teorema da dualidade fraca, temos
bT'p < ¢z, para todo x factivel. Assim bTp < —o0, 0 que é absurdo, pois

assumimos que p é factivel e deveriamos ter b”p € R. (2) Similar.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 2:

1. Sejam z e p solugdes factiveis dos problemas primal e dual, respect.,
tais que bTp = ¢Tz. Entdo, x e p sdo solucdes étimas dos problemas
primal e dual, respect.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 2:

1. Sejam z e p solugdes factiveis dos problemas primal e dual, respect.,
tais que bTp = ¢Tz. Entdo, x e p sdo solucdes étimas dos problemas
primal e dual, respect.

Prova:
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 2:

1. Sejam z e p solugdes factiveis dos problemas primal e dual, respect.,
tais que bTp = ¢Tz. Entdo, x e p sdo solucdes étimas dos problemas
primal e dual, respect.

Prova: Temos que existem z e p factiveis tais que b"p = ¢"x.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 2:

1. Sejam z e p solugdes factiveis dos problemas primal e dual, respect.,
tais que bTp = ¢Tz. Entdo, x e p sdo solucdes étimas dos problemas
primal e dual, respect.

Prova: Temos que existem z e p factiveis tais que b'p = ¢Tx. Por outro
lado, pelo teorema da dualidade fraca, sabemos que bTp < ¢Ty, para todo

y primal factivel.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 2:

1. Sejam z e p solugdes factiveis dos problemas primal e dual, respect.,
tais que bTp = ¢Tz. Entdo, x e p sdo solucdes étimas dos problemas
primal e dual, respect.

Prova: Temos que existem z e p factiveis tais que b'p = ¢Tx. Por outro
lado, pelo teorema da dualidade fraca, sabemos que bTp < ¢Ty, para todo
y primal factivel. Logo, ¢Tz < ¢Ty para todo y primal factivel e,

portanto,
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 2:

1. Sejam z e p solugdes factiveis dos problemas primal e dual, respect.,
tais que bTp = ¢Tz. Entdo, x e p sdo solucdes étimas dos problemas
primal e dual, respect.

Prova: Temos que existem z e p factiveis tais que b'p = ¢Tx. Por outro
lado, pelo teorema da dualidade fraca, sabemos que bTp < ¢Ty, para todo
y primal factivel. Logo, ¢Tz < ¢Ty para todo y primal factivel e,

portanto, x é étimo primal.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 2:

1. Sejam z e p solugdes factiveis dos problemas primal e dual, respect.,
tais que bTp = ¢Tz. Entdo, x e p sdo solucdes étimas dos problemas
primal e dual, respect.

Prova: Temos que existem z e p factiveis tais que b'p = ¢Tx. Por outro
lado, pelo teorema da dualidade fraca, sabemos que bTp < ¢Ty, para todo
y primal factivel. Logo, ¢Tz < ¢Ty para todo y primal factivel e,
portanto, & é étimo primal. De forma analoga, sabemos que b7 ¢ < ¢Tz,

para todo g dual factivel.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Corolario 2:

1. Sejam z e p solugdes factiveis dos problemas primal e dual, respect.,
tais que bTp = ¢Tz. Entdo, x e p sdo solucdes étimas dos problemas
primal e dual, respect.

Prova: Temos que existem z e p factiveis tais que b'p = ¢Tx. Por outro
lado, pelo teorema da dualidade fraca, sabemos que bTp < ¢Ty, para todo
y primal factivel. Logo, ¢Tz < ¢Ty para todo y primal factivel e,
portanto, & é étimo primal. De forma analoga, sabemos que b7 ¢ < ¢Tz,
para todo ¢ dual factivel. Logo, bTq < bTp, para todo ¢ dual factivel e,

portanto, p é 6timo dual.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Observacao:

» O Corolario 1 considera que um dos problema é factivel;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Observacao:
» O Corolario 1 considera que um dos problema é factivel;

» Deve-se tomar o cuidado para n3o interpreta-lo de forma incorreta;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Observacao:
» O Corolario 1 considera que um dos problema é factivel;
» Deve-se tomar o cuidado para n3o interpreta-lo de forma incorreta;

» Se o dual é infactivel, o que podemos afirmar sobre o primal?
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Observacao:
» O Corolario 1 considera que um dos problema é factivel;
» Deve-se tomar o cuidado para n3o interpreta-lo de forma incorreta;

» Se o dual é infactivel, o que podemos afirmar sobre o primal?
Pode ser ilimitado ou infactivel!



Otimizac;ﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Observacao:
» O Corolario 1 considera que um dos problema é factivel;
» Deve-se tomar o cuidado para n3o interpreta-lo de forma incorreta;

» Se o dual é infactivel, o que podemos afirmar sobre o primal?
Pode ser ilimitado ou infactivel!

» Exemplo de ambos infactiveis:
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Observacao:
» O Corolario 1 considera que um dos problema é factivel;
» Deve-se tomar o cuidado para n3o interpreta-lo de forma incorreta;

» Se o dual é infactivel, o que podemos afirmar sobre o primal?
Pode ser ilimitado ou infactivel!

» Exemplo de ambos infactiveis:

- _ -
min{—a, | Oxy =1} max{py | Ops < —1}
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Outro exemplo de primal e dual infactiveis:

min T + 219 max p1 + 3p2
sa x1+zo=1 s.a p1+2p2=1
2x1 + 222 =3 p1+2py =2
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Outro exemplo de primal e dual infactiveis:

min T + 219 max p1 + 3p2
sa x1+zo=1 s.a p1+2p2=1
2x1 + 222 =3 p1+2py =2

P> Assim, existe 6timo primal se, e somente se, existir étimo dual!
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Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade forte.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade forte.

» Se um problema de programacio linear tem solu¢do 6tima, entdo

seu dual também tem, e os respectivos valores étimos sao iguais.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Dualidade forte.

» Se um problema de programacio linear tem solu¢do 6tima, entdo

seu dual também tem, e os respectivos valores étimos sao iguais.

Prova: (mais a frente).
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Problema primal Problema dual
min f(z) =c'z max g(p) =b"p
sa Azr=%b sa ATp<c
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Problema primal Problema dual
min f(z) =c'z max g(p) =b"p
sa Az >b sa ATp<c

x>0 p>0
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

» Sejam x e p solugBes factiveis dos problemas primal e dual, respect.
Os vetores x e p sdo solugdes Gtimas dos respectivos problemas se, e
somente se,

(i) pi(ATe —b;) =0, i=1,...,m;

(Z’L) (Cj _pTaj)mj =0,j=1,...,n
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

» Sejam x e p solugBes factiveis dos problemas primal e dual, respect.
Os vetores x e p sdo solugdes Gtimas dos respectivos problemas se, e
somente se,

(i) pi(ATz —b;) =0, i=1,...,m;
(i) (c;—pTaj)z; =0, j=1,...,n.

Prova:
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

» Sejam x e p solugBes factiveis dos problemas primal e dual, respect.
Os vetores x e p sdo solugdes Gtimas dos respectivos problemas se, e
somente se,

(i) pi(ATe —b;) =0, i=1,...,m;
(i) (¢;j —pTaj)z; =0, j=1,...,n.

Prova: (=) Para todo x primal factivel e p dual factivel, temos que
pi(Afz —b)>0e(c;—pTaj)z; >0,i=1,....mej=1,...,n.



Otimizac;ﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

» Sejam x e p solugBes factiveis dos problemas primal e dual, respect.
Os vetores x e p sdo solugdes Gtimas dos respectivos problemas se, e
somente se,

(i) pi(ATx —b;))=0,i=1,....,m
(ii) (¢j —pTaj)x; =0, j=1,...,n
Prova: (=) Para todo x primal factivel e p dual factivel, temos que

pi(ATz—b)>0e (c;—pTaj)x; >0,i=1,...,mej=1,...,n. Além
disso, temos

m
>_pilAiw—b) Z —p )T
i=1
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

» Sejam x e p solugBes factiveis dos problemas primal e dual, respect.
Os vetores x e p sdo solugdes Gtimas dos respectivos problemas se, e
somente se,

(i) pi(ATe —b;)=0,i=1,...,m

(i) (c;—pTaj)z; =0, j=1,...,n
Prova: (=) Para todo x primal factivel e p dual factivel, temos que
pi(ATz—b)>0e (c;—pTaj)x; >0,i=1,...,mej=1,...,n. Além
disso, temos

m
D pilAiz—b) Z ~p"aj)z;
i=1
=Y ATz =Y pbi+ Y cw;— Y plaw;
i=1 i=1 j=1 j=1
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Teoria de Dualidade
Dualidade
> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

> (cont...)
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

> (cont...)

=p' Az — ipibi + i CjTj — p’ Ax

i=1 j=1
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

> (cont...)

=pl Az — Zpibi + Z cizj—p Az =c"x—b"p.

i=1 j=1
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

> (cont...)
m n
=pl Az — Zpibi + Z cizj—p Az =c"x—b"p.
i=1 j=1

Se x e p sdo solugdes étimas primal e dual, entdo pelo teorema de
dualidade forte, temos que ¢Tx = bTp.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

> (cont...)

m n
=pT Az — Zpibi + Z Ty — pT Az =Tz — b7 p.
i=1 j=1
Se x e p sdo solugdes étimas primal e dual, entdo pelo teorema de
dualidade forte, temos que ¢’z = bTp. Logo, as igualdades acima
implicam em p;(ATz — b)) =0e (¢c; —pTa;)z; =0,i=1,...,me
j=1...,n.



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

> (cont...)

m n
=pT Az — Zpibi + Z cjx; — pT Az =Tz — b7 p.
i=1 j=1
Se x e p sdo solugdes étimas primal e dual, entdo pelo teorema de
dualidade forte, temos que ¢’z = bTp. Logo, as igualdades acima
implicam em p;(ATz — b)) =0e (¢c; —pTa;)z; =0,i=1,...,me
j=1,...,n. [soma de parcelas maiores ou iguais a zero, com resultado

igual a zero, implica em cada parcela igual a zero]
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

> (cont...)

m n
=pT Az — Zpibi + Z Ty — pT Az =Tz — b7 p.

i=1 j=1
Se x e p sdo solugdes étimas primal e dual, entdo pelo teorema de
dualidade forte, temos que ¢’z = bTp. Logo, as igualdades acima
implicam em p;(ATz — b)) =0e (¢c; —pTa;)z; =0,i=1,...,me
j=1,...,n. [soma de parcelas maiores ou iguais a zero, com resultado
igual a zero, implica em cada parcela igual a zero]
(«<=) Se as igualdades (7) e (4i) sdo satisfeitas, entdo

m n

0= Zpi(AiTw —bi) + Z(Cj —plaj)z; =c "z —b"p.
i=1

Jj=1
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Folgas complementares.

> (cont...)

m n
=p Az — Zpibi + Z cjzy —p Ar=c"z —b'p.

i=1 j=1
Se x e p sdo solugdes étimas primal e dual, entdo pelo teorema de
dualidade forte, temos que ¢’z = bTp. Logo, as igualdades acima
implicam em p;(ATz — b)) =0e (¢c; —pTa;)z; =0,i=1,...,me
j=1,...,n. [soma de parcelas maiores ou iguais a zero, com resultado
igual a zero, implica em cada parcela igual a zero]
(«<=) Se as igualdades (7) e (4i) sdo satisfeitas, entdo

m n

0= Zpi(AiTac — b))+ Z(Cj —paj)z; ="z — b p. Logo, pelo
i=1

j=1
Corolario 2, temos que = e p sdo solugdes 6timas primal e dual, respect.
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

Considere o par primal-dual de problemas a seguir. Usando a solucdo
Stima dual p* = (0;0,5), determine uma solucdo Stima para o problema

primal (sem resolvé-lo diretamente).

min  f(z1,z2) = 221 + 22 max  g(p1,p2) = 9p1 + 12p
s.a —2x1 4+ 322 > 9 s.a —2p1+3p2 <2
3z + 222 > 12 3p1+2p2 <1

1 2 0,22 > 0. p1 2 0,p2 > 0.
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

b1



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

pl((—2m1 + 31’2) — 9)
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

(=221 +332) —9) = 0
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p((=2z1 +323) —9) = 0
p2((3z1 +222) —12) = 0
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p((=2z1 +323) —9) = 0
p2((3z1 +222) —12) = 0
(2= (—2p1+3p2))z1 = 0
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2z1 +3x2) —9) =
p2((3z1 + 222) — 12) =
(2= (=2p1 +3p2))r1 =

(1—(3p1+2p2))72 =

o O O O
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2z1 + 322) — 9) =
pa((3z1 + 229) — 12) =
(2—(=2p1 +3p2))r1 =

(1—(3p1+2p2))z2 =

o O O O

» Sabemos que a solu¢do Stima dual é p* = (0,0.5).
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2z1 + 322) — 9) =
pa((3z1 + 229) — 12) =
(2= (=2p1 +3p2))r1 =

(1—(3p1+2p2))xa =

o O O O

» Sabemos que a solu¢do Stima dual é p* = (0,0.5). Dado que
p2 > 0, devemos ter (3z1 + 2z2) — 12 = 0.
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2z1 + 322) — 9) =
pa((3z1 + 229) — 12) =
(2= (=2p1 +3p2))r1 =

(1—(3p1+2p2))xa =

o O O O

» Sabemos que a solu¢do Stima dual é p* = (0,0.5). Dado que
p2 > 0, devemos ter (3z1 + 2x2) — 12 = 0. Além disso, substituindo
essa solugdo nas duas dltimas equagdes, obtemos:
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2z1 + 322) — 9) =
pa((3z1 + 229) — 12) =
(2= (=2p1 +3p2))r1 =

(1—(3p1+2p2))xa =

o O O O

» Sabemos que a solu¢do Stima dual é p* = (0,0.5). Dado que
p2 > 0, devemos ter (3z1 + 2x2) — 12 = 0. Além disso, substituindo
essa solugdo nas duas dltimas equagdes, obtemos:

(2-15)z = 0
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2z1 + 322) — 9) =
pa((3z1 + 229) — 12) =
(2= (=2p1 +3p2))r1 =

(1—(3p1+2p2))xa =

o O O O

» Sabemos que a solu¢do Stima dual é p* = (0,0.5). Dado que
p2 > 0, devemos ter (3z1 + 2x2) — 12 = 0. Além disso, substituindo
essa solugdo nas duas dltimas equagdes, obtemos:

(2—1.5)$1 = 0= 2:=0
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2z1 + 322) — 9) =
pa((3z1 + 229) — 12) =
(2= (=2p1 +3p2))r1 =

(1—(3p1+2p2))xa =

o O O O

» Sabemos que a solu¢do Stima dual é p* = (0,0.5). Dado que
p2 > 0, devemos ter (3z1 + 2x2) — 12 = 0. Além disso, substituindo
essa solugdo nas duas dltimas equagdes, obtemos:

(2—1.5)$1 = 0= 2:=0
(1—1)3}2 = 0
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2z1 + 322) — 9) =
pa((3z1 + 229) — 12) =
(2= (=2p1 +3p2))r1 =

(1—(3p1+2p2))xa =

o O O O

» Sabemos que a solu¢do Stima dual é p* = (0,0.5). Dado que
p2 > 0, devemos ter (3z1 + 2x2) — 12 = 0. Além disso, substituindo
essa solugdo nas duas dltimas equagdes, obtemos:

(2—1.5)$1 = 0= 2:=0
(1—1)3}2 = 0= 292>0
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2x1 + 322) — 9) =
p2((3x1 +229) —12) =
(2= (=2p1 +3p2))11 =

(1= (3p1 +2p2))z2 =

o O O O

P> Logo, juntando esses resultados, obtemos:
(3%x0+2x9)—12=0
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2x1 + 322) — 9) =
p2((3x1 +229) —12) =
(2= (=2p1 +3p2))11 =

(1= (3p1 +2p2))z2 =

o O O O

P> Logo, juntando esses resultados, obtemos:
(3%042x2) —12=0 = 220 —12=0
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2x1 + 322) — 9) =
p2((3x1 +229) —12) =
(2= (=2p1 +3p2))11 =

(1= (3p1 +2p2))z2 =

o O O O

P> Logo, juntando esses resultados, obtemos:
(3*0+2$2)—12=0 = 220 —12=0 = x5 = 6;



Otimizac;ﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

» Pelo Teorema das folgas complementares, temos que:

p1((—2x1 + 322) — 9) =
p2((3x1 +229) —12) =
(2= (=2p1 +3p2))11 =

(1= (3p1 +2p2))z2 =

o O O O

P> Logo, juntando esses resultados, obtemos:
(3%x0+229)—12=0 = 225 —12=0 = 29 =6;

» Portanto, z* = (0,6) é uma solu¢do Stima do problema primal.
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Teoria de Dualidade

Folgas Complementares
> Exercicio

Considere o problema de programac3o linear abaixo. Determine o
problema dual correspondente e uma solucdo étima, sabendo-se que

2* =(1,0,1) é uma solugdo étima do problema abaixo.

min f((l}l, 1}2,:173) = 13x1 + 1022 + 623
s.a 521 + x2 + 323 = 8
3x1 + x2 =3

T1,x2,T3 Z 0
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Propriedades

Teorema: Lema de Farkas.
» Sejam A uma matriz m x n e b € R™. Ent3o, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que pTA > 0e pTb < 0.
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

» Representagdo vetorial das colunas de A = [a1, az, a3, a4];



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

» Representagdo vetorial das colunas de A = [a1, az, a3, a4];
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

cone: combinagées
lineares ndo-negativas
das colunas de A

» Cone formado pelas colunas ay, as, as, as;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

cone: combinagées
lineares ndo-negativas
das colunas de A

» Caso 1: b pertence ao cone (i.e., pode ser escrito como uma
combinagdo linear positiva das colunas de A);
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

cone: combinagées
lineares ndo-negativas
das colunas de A

b

» Caso 2: b ndo pertence ao cone (i.e., ndo pode ser escrito como
uma combinag¢do linear positiva das colunas de A);
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

» Caso 2: Entdo existe p
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

p'z=0

» Caso 2: Entdo existe p tal que ptz = 0 é hiperplano separador;
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

» Caso 2: Entdo existe p tal que ptz = 0 é hiperplano separador
(i.e., pTa; > 0epTb < 0);
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

» Caso 2: Entdo existe p tal que ptz = 0 é hiperplano separador
(i.e., pTa; > 0epTb < 0);
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

» Caso 2: Entdo existe p tal que ptz = 0 é hiperplano separador
(i.e., pTa; > 0epTb < 0);
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Teoria de Dualidade

Dualidade

> Lema de Farkas: llustracao

» Caso 1: b pertence ao cone e, logo, ndo existe hiperplano separador.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.
» Sejam A uma matriz m X n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que p7A > 0e p’b < 0.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.

» Sejam A uma matriz m X n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que p7A > 0e p’b < 0.

Prova:
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.
» Sejam A uma matriz m X n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que p7A > 0e p’b < 0.

Prova: Vamos assumir que a afirmacdo 1 é verdadeira: existe x > 0 tal

que Az = b.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.
» Sejam A uma matriz m X n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que p7A > 0e p’b < 0.

Prova: Vamos assumir que a afirmacdo 1 é verdadeira: existe x > 0 tal

que Az = b. Assim, pTb =
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.
» Sejam A uma matriz m X n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que p7A > 0e p’b < 0.

Prova: Vamos assumir que a afirmacdo 1 é verdadeira: existe x > 0 tal

que Az = b. Assim, pTb = pT Az.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.
» Sejam A uma matriz m X n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que p7A > 0e p’b < 0.

Prova: Vamos assumir que a afirmacdo 1 é verdadeira: existe x > 0 tal
que Az = b. Assim, pTb = pT Az. Se tivermos que pT A > 0, entdo
pT Az > 0, pois z > 0.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.
» Sejam A uma matriz m X n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que p7A > 0e p’b < 0.

Prova: Vamos assumir que a afirmacdo 1 é verdadeira: existe x > 0 tal
que Az = b. Assim, pTb = pT Az. Se tivermos que pT A > 0, entdo
pT Az > 0, pois > 0. Logo, pTb >0
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.
» Sejam A uma matriz m X n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que p7A > 0e p’b < 0.

Prova: Vamos assumir que a afirmacdo 1 é verdadeira: existe x > 0 tal
que Az = b. Assim, pTb = pT Az. Se tivermos que pT A > 0, entdo
pT Az > 0, pois z > 0. Logo, pTb > 0 e portanto a segunda afirmacso

n3o pode ser vélida!
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.

» Prova: (cont...)
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.

P Prova: (cont...) Vamos assumir agora que a afirmacdo 1 é falsa: n3o
existe x > 0 tal que Az =b.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.

P Prova: (cont...) Vamos assumir agora que a afirmacdo 1 é falsa: n3o
existe x > 0 tal que Az = b. Seja o seguinte par primal-dual de
problemas:
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.
P Prova: (cont...) Vamos assumir agora que a afirmacdo 1 é falsa: n3o

existe x > 0 tal que Az = b. Seja o seguinte par primal-dual de
problemas:

(i) min bTp (i) max 07z
sa ATp>0 sa Ax=1b
x>0
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.

P Prova: (cont...) Vamos assumir agora que a afirmacdo 1 é falsa: n3o
existe x > 0 tal que Az = b. Seja o seguinte par primal-dual de

problemas:
(i) min bTp (i) max 07z
sa ATp>0 sa Ax=1b
x>0

Por hipdtese, o problema (ii) € infactivel, o que implica que o problema (i)

seja ilimitado ou também infactivel.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.

P Prova: (cont...) Vamos assumir agora que a afirmacdo 1 é falsa: n3o
existe x > 0 tal que Az = b. Seja o seguinte par primal-dual de

problemas:
(i) min bTp (i) max 07z
sa ATp>0 sa Ax=1b
x>0

Por hipdtese, o problema (ii) € infactivel, o que implica que o problema (i)
seja ilimitado ou também infactivel. Como p = 0 é uma solugdo factivel

para (i), entdo esse problema sé pode ser ilimitado, i.e. b'p - —c0.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.

P Prova: (cont...) Vamos assumir agora que a afirmacdo 1 é falsa: n3o
existe x > 0 tal que Az = b. Seja o seguinte par primal-dual de

problemas:
(i) min bTp (i) max 07z
sa ATp>0 sa Ax=1b
x>0

Por hipdtese, o problema (ii) € infactivel, o que implica que o problema (i)
seja ilimitado ou também infactivel. Como p = 0 é uma solugdo factivel
para (i), entdo esse problema sé pode ser ilimitado, i.e. b'p - —c0.

Portanto, existe algum p € R™ que é factivel (i.e. ATp > 0)
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.

P Prova: (cont...) Vamos assumir agora que a afirmacdo 1 é falsa: n3o
existe x > 0 tal que Az = b. Seja o seguinte par primal-dual de

problemas:
(i) min bTp (i) max 07z
sa ATp>0 sa Ax=1b
x>0

Por hipdtese, o problema (ii) € infactivel, o que implica que o problema (i)
seja ilimitado ou também infactivel. Como p = 0 é uma solugdo factivel
para (i), entdo esse problema sé pode ser ilimitado, i.e. b'p - —c0.
Portanto, existe algum p € R™ que é factivel (i.e. ATp > 0) e cujo custo

é negativo (i.e. bTp < 0).
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Teorema: Lema de Farkas.
» Sejam A uma matriz m x n e b € R™. Ent3o, exatamente uma das
afirmacdes a seguir é viélida:
1. Existe algum z > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor p € R™ tal que pTA > 0e pTb < 0.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Obs.: O resultado é valido mesmo quando primal e dual sdo infactiveis:

min T + 229 max p1 + 3p2
sa x1+tax=1 sa p1+2p2=1
2r1 + 222 =3 p1+2py =2
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas

Obs.: O resultado é valido mesmo quando primal e dual sdo infactiveis:

min T + 229 max p1 + 3p2
sa x1+tax=1 sa p1+2p2=1
2r1 + 222 =3 p1+2py =2

Exercicio: Verifique!
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas
> Verificacao

» Para aplicarmos o Lema, precisamos colocar o problema primal na

forma padrdo.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas
> Verificacao

» Para aplicarmos o Lema, precisamos colocar o problema primal na

forma padr3o. Assim:

min oy —a] +22f — 25
sa a2y —x] +af —a5 =1

20 — 227 +22f — 225 =3

+ = ot =
T, ,%],%y,Ty >0
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Lema de Farkas
> Verificacao

» Para aplicarmos o Lema, precisamos colocar o problema primal na

forma padr3o. Assim:

. max +3
min oy —a] +22f — 25 P op2
T sa p1+2p2<1
s.a T — T tTy —Ty =1
+ - + + = —p1—2p2 < -1
2] —2z{ +2x25 — 225 =3
p1+2p2 <2

o, xy,2g, 1y >0 oy 2py < 2
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\ 4
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a,

\ 4




Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

Lema de Farkas
> Verificacao

a,

\ 4

a,
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas
> Forma alternativa

Teorema: Lema de Farkas. (Forma 2)
» Sejam A uma matriz m x n e b € R™. Ent3o, exatamente uma das
afirmacdes a seguir é vidlida:
1. Existe algum x > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor € R™ tal que AT < 0e b”r > 0.
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas
> Forma alternativa

Teorema: Lema de Farkas. (Forma 2)
» Sejam A uma matriz m x n e b € R™. Ent3o, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é valida:
1. Existe algum x > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor € R™ tal que AT < 0e b”r > 0.

(De fato, fazendo r = —p na condicdo 2 da Forma 2, obtemos a condicdo 2 da
forma original; A diferenca é que desta forma, podemos dizer que r é um raio
de subida no espago dual)
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas
> Forma alternativa

Teorema: Lema de Farkas. (Forma 2)
» Sejam A uma matriz m x n e b € R™. Ent3o, exatamente uma das
afirmagdes a seguir é valida:
1. Existe algum x > 0 tal que Az = b;
2. Existe algum vetor € R™ tal que AT < 0e b”r > 0.

(De fato, fazendo r = —p na condicdo 2 da Forma 2, obtemos a condicdo 2 da
forma original; A diferenca é que desta forma, podemos dizer que r é um raio
de subida no espago dual)

= O que ocorre com AT (p+er) < ceb”(p+er), paratodoe > 07
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Lema de Farkas
> Lembrando que...

> Se existe r € R™ tal que ATr < 0edTr >0, entdo  é um raio de
subida no espaco dual (se for factivel); (i.e. dual ilimitado)

Definicao: Raio.

> Considere o poliedro S = {p € R™|ATp < c}. O vetor r € S é chamado
de raio quando satisfaz p+er € S, para todo p € S e escalar ¢ > 0.

Definicao: Raio de subida.

> Considere o poliedro S = {p € R™|ATp < ¢} contendo um raio r € S.
Seja g : S — R um funcional linear arbitrario. Se g(p + er) > g(p), para
todo p € S e escalar € > 0, entdo r é chamado de raio de subida de g.
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> Forma alternativa

Teorema: Lema de Farkas. (Forma 3)
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> Forma alternativa

Teorema: Lema de Farkas. (Forma 3)

» Sejam A uma matriz m x n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagoes a seguir é vélida:
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas
> Forma alternativa

Teorema: Lema de Farkas. (Forma 3)
» Sejam A uma matriz m x n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagoes a seguir é vélida:

1. Existe algum r € R™ tal que Ar =0, ¢Tr <0er >0;
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Teoria de Dualidade

Lema de Farkas
> Forma alternativa

Teorema: Lema de Farkas. (Forma 3)
» Sejam A uma matriz m x n e b € R™. Entdo, exatamente uma das
afirmagoes a seguir é vélida:
1. Existe algum r € R™ tal que Ar =0, ¢Tr <0er >0;
2. Existe algum p € R™ tal que ATp < c.

(Ou seja: ou o dual é factivel (afirmagdo 2), ou existe um raio de descida
no primal (se esse for factivel))



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Teoria de Dualidade

» Obrigado pela ateng3o!

» Ddvidas?



