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O método de geragdo de colunas

Apresentacao - Tépico 12.2

Objetivos deste tépico:

» Conhecer e aplicar o método de geracdo de colunas;

» Fixar os conceitos de decomposicdo Dantzig-Wolfe e do método de
geracdo de colunas por meio de exercicios.

Video-aula:

P> https://youtu.be/QE7sDTCaZGY


https://youtu.be/QE7sDTCaZGY
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre (PM):

Zppy = Min Zcq)\q—l— Zcrur

qeQ réR

s.a Z agAg + Z arfbr = b,

qeQ reER

Z)‘q =L
q€Q
Ag 20, pp >0, Vq € Q,Vr € R.

> c,=clz,ea,= Az, Vg€ Q;

» ¢, =c'7, ea, = A%, Vr € R.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito (PMR):

Zpyrp = Min Zcq)\q—I—Zcr,ur

qGQ reR

s.a Z agAg + Z arpir = b,

q€Q reR

Z’\q =1
q€Q
Ay >0, pr >0, Vg € Q,Vr € R.

> ¢, =cTT, ea, = AT, Vg € Q;
> ¢, =77, ea, = AZ,, Vr € R;

» QcQeRCR.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

Vamos entdo gerar essas colunas/varidveis aos poucos...
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

Vamos entdo gerar essas colunas/varidveis aos poucos...

» Precisamos mesmo gerar todos os pontos/raios extremos?
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

Vamos entdo gerar essas colunas/varidveis aos poucos...
» Precisamos mesmo gerar todos os pontos/raios extremos?

» Todos serdo usados em uma solugdo 6tima?
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

Vamos entdo gerar essas colunas/varidveis aos poucos...
» Precisamos mesmo gerar todos os pontos/raios extremos?
» Todos serdo usados em uma solugdo 6tima?

» Como saber se os que ja foram gerados sdo suficientes?
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

Vamos entdo gerar essas colunas/varidveis aos poucos...
» Precisamos mesmo gerar todos os pontos/raios extremos?
» Todos serdo usados em uma solugdo 6tima?

» Como saber se os que ja foram gerados sdo suficientes?

(i.e. se a solugdo étima do PMR também é étima para o PM)
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

Vamos entdo gerar essas colunas/varidveis aos poucos...
> Precisamos mesmo gerar todos os pontos/raios extremos?
» Todos serdo usados em uma solugdo 6tima?

» Como saber se os que ja foram gerados sdo suficientes?

(i.e. se a solugdo étima do PMR também é étima para o PM)

» Como gerar novos pontos/raios extremos que ainda ndo estejam no

PMR mas que podem ajudar a reduzir o valor da fun¢do objetivo?
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:c,ﬂur

q€Q reR
s.a Z agAg + Z Aty = b,
a€Q rER

S =1,
a€Q

Ag =0, pup >0, VqEQ,VrER.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:c,ﬂur

q€Q reR
s.a Z aghg + Z iy = b, (»)
a€Q rER

S =1,
a€Q

Ag =0, pup >0, VqEQ,VrER.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:c,ﬂur

q€Q reR
s.a Z aghg + Z iy = b, (»)
a€Q rER

Z Ag =1, (v)
a€Q

Ag =0, pup >0, VqEQ,VrER.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:c,ﬂur

q€qQ r€R
s.a Z aghg + Z arftr =, (P)
q€Q reR
Z Ag =1, (v)
a€Q
A >0, pp >0, Vg € Q,Vr € R.

Custo reduzido de uma varidvel \,:
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:c,ﬂur

q€qQ r€R
s.a Z aghg + Z arftr =, (P)
q€Q reR
Z Ag =1, (v)
a€Q
A >0, pp >0, Vg € Q,Vr € R.

Custo reduzido de uma varidvel \,: ¢, — pra, — ¥;
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:c,ﬂur

q€qQ r€R
s.a Z aghg + Z arftr =, (P)
q€Q reR
Z Ag =1, (v)
a€Q
A >0, pp >0, Vg € Q,Vr € R.

Custo reduzido de uma varidvel \,: ¢, — pra, — ¥;

Para uma variavel p,., temos: ¢, —pTa,.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:c,ﬂur

q€qQ r€R
s.a Z aghg + Z arftr =, (P)
q€Q reR
Z Ag =1, (v)
a€Q
A >0, pp >0, Vg € Q,Vr € R.

Custo reduzido de uma varidvel \,: ¢z, — pT Az, — v;
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:c,ﬂur

q€Q reR
Z aghqg + Z arfly =D, (p)
q€Q r€ER
Z Ag =1, (v)
Q
A >0, pp >0, Vg € Q,Vr € R.

Custo reduzido de uma varidvel \,: ¢z, — pT Az, — v;

Para uma variavel p,., temos: Tz, — pr AZ,.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:crur

qGQ TER
Z QgAg + Z arpy = b, (p)
reR
Z Ag =1, (v)
Q
Ag >0, pup >0, Vg € Q,Vr € R.

Menor custo reduzido de uma varidvel A:
min{c'z — pT Az — v |z € X};
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:crur

qGQ TGR
Z QgAg + Z arpy = b, (p)
reR
Z Ag =1, (v)
Q
Ag >0, pup >0, Vg € Q,Vr € R.

Menor custo reduzido de uma varidvel A:
min{c'z — pT Az — v |z € X};

Para uma variavel pi,., temos: min{c’z — pT Az | z € X}
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Como saber se ainda existem colunas pra serem geradas?

Zppp = Min Zcq)\q—l—z:crur

qGQ TGR
Z QgAg + Z arpy = b, (p)
reR
Z Ag =1, (v)
Q
Ag >0, pup >0, Vg € Q,Vr € R.

Menor custo reduzido de uma varidvel A:
min{cTzx — pT Az |z € X} — v;

Para uma variavel pi,., temos: min{c’z — pT Az | z € X}
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0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas

Problema Mestre Restrito

Subproblemas
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0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas

Problema Mestre Restrito

solugéo dual

Subproblemas
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0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas

Problema Mestre Restrito

novas variaveis/colunas

Subproblemas



Otimizacdo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas

Problema Mestre Restrito

Subproblemas
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0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas

Problema Mestre Restrito

solugéo dual

Subproblemas
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0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas

Problema Mestre Restrito

novas variaveis/colunas

Subproblemas
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0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas

Problema Mestre Restrito

solugéo dual

Subproblemas
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0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas

Problema Mestre Restrito

Sem colunas para gerar!

Solugao 6tima do PM

Subproblemas
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,
i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,
i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugio
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,
i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugdo factivel:
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,

i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugdo factivel:
de fato, temos uma soluggo particular do PM com Ay =0 para ¢ € Q \ Q
epr=0parar € R\ R;
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,

i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugdo factivel:
de fato, temos uma soluggo particular do PM com Ay =0 para ¢ € Q \ Q
epr=0parar € R\ R;

» Assim, zpmr € um limitante
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,

i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugdo factivel:
de fato, temos uma soluggo particular do PM com Ay =0 para ¢ € Q \ Q
epr=0parar € R\ R;

» Assim, zpapr € um limitante superior para zpas, .. ZPyMR > 2P,
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,

i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugdo factivel:
de fato, temos uma soluggo particular do PM com Ay =0 para ¢ € Q \ Q
epr=0parar € R\ R;

» Assim, zpapr € um limitante superior para zpas, .. ZPyMR > 2P,

» Na solucdo étima (X, i) do PMR, o custo reduzido das varidveis A\, e fir

paraqEQerERé
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,

i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugdo factivel:
de fato, temos uma soluggo particular do PM com Ay =0 para ¢ € Q \ Q
epr=0parar € R\ R;

» Assim, zpapr € um limitante superior para zpas, .. ZPyMR > 2P,

» Na solucdo étima (X, i) do PMR, o custo reduzido das varidveis A\, e fir

para q € Q e r € R é maior ou igual a zero:
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,
i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugdo factivel:
de fato, temos uma soluggo particular do PM com Ay =0 para ¢ € Q \ Q
e =0parar € R\ R;

» Assim, zpapr € um limitante superior para zpas, .. ZPyMR > 2P,

» Na solucdo étima (X, i) do PMR, o custo reduzido das varidveis A\, e fir
para q € Q e r € R é maior ou igual a zero: 54 = ¢4 —ﬁTaq —-v2>0,
Vg € Q;
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,

i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugdo factivel:
de fato, temos uma soluggo particular do PM com Ay =0 para ¢ € Q \ Q
epr=0parar € R\ R;

» Assim, zpapr € um limitante superior para zpas, .. ZPyMR > 2P,

» Na solucdo étima (X, i) do PMR, o custo reduzido das varidveis A\, e fir
para q € Q e r € R é maior ou igual a zero: 54 = ¢4 —ﬁTaq —-v2>0,
qu@; §r=cr—13Tar20,Vr€R;
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Problema Mestre Restrito: subconjunto das varidveis do Problema Mestre,
i.e., um subconjunto de pontos/raios extremos de X;

» Para o PM, uma solugdo 6tima (), i) do PMR é uma solugdo factivel:
de fato, temos uma soluggo particular do PM com Ay =0 para ¢ € Q \ Q
epr=0parar € R\ R;

» Assim, zpapr € um limitante superior para zpas, .. ZPyMR > 2P,

» Na solucdo étima (X, i) do PMR, o custo reduzido das varidveis A\, e fir
para q € Q e r € R é maior ou igual a zero: 54 = ¢4 —ﬁTaq —-v2>0,
qu@; §r=cr—ﬁTar20,Vr€R;

» Como saber o custo reduzido das varidveis que n3o estdo no PMR?

(M epurparageQ\QerecR\R)
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;

» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:
zsp = min {ch — ;ETAJC}
zeEX
» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;

» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

» Caso tenha solugdo 6tima, ent3o existe um
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:
zsp = min {ch — ;ETAJC}
zeEX
» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;

» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.

Se zsp — 0 < 0,
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.
Se zsp — ¥ < 0, entdo Z, n3o estd no PMR atual (i.e. ¢ € Q\ Q).
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.
Se zsp — ¥ < 0, entdo Z, n3o estd no PMR atual (i.e. ¢ € Q\ Q).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no
PMR.
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Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.
Se zsp — ¥ < 0, ent3o T4 ndo estd no PMR atual (i.e. ¢ € Q\ Q).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no

PMR. Logo, adicionamos ¢ a Q,
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Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.
Se zsp — ¥ < 0, entdo Z, n3o estd no PMR atual (i.e. ¢ € Q\ Q).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no
PMR. Logo, adicionamos ¢ a Q, resultando em uma nova coluna:
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» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.
Se zsp — ¥ < 0, entdo Z, n3o estd no PMR atual (i.e. ¢ € Q\ Q).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no
PMR. Logo, adicionamos ¢ a Q, resultando em uma nova coluna:

chq
AZq
1
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Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.
Se zsp — ¥ < 0, entdo Z, n3o estd no PMR atual (i.e. ¢ € Q\ Q).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no
PMR. Logo, adicionamos ¢ a Q, resultando em uma nova coluna:

Tz, — func¢3o objetivo
Az,
1
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Método de Geracao de Colunas

» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.
Se zsp — ¥ < 0, entdo Z, n3o estd no PMR atual (i.e. ¢ € Q\ Q).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no
PMR. Logo, adicionamos ¢ a Q, resultando em uma nova coluna:

Tz, — func¢3o objetivo
AZq — restricGes de acoplamento
1
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» Subproblema:

. T _T
zsp =minqc x—p Az
zeEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢ao;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso tenha solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo étimo Z,.
Se zsp — ¥ < 0, entdo Z, n3o estd no PMR atual (i.e. ¢ € Q\ Q).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no
PMR. Logo, adicionamos ¢ a Q, resultando em uma nova coluna:

Tz, — func¢3o objetivo
AZq — restricGes de acoplamento

1 — restricdo de convexidade
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» Subproblema:

. T _T
zsp = min {c T —pP A:c}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

» Caso seja ilimitado,
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» Subproblema:

. T _T
zZsp = min {c T —pP A:c}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

> Caso seja ilimitado, entdo existe um
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» Subproblema:

. T _T
zZsp = min {c T —pP A:c}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

» Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um
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» Subproblema:

. T _T
zZsp = min {c T —pP A:c}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

» Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um

raio extremo T,
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» Subproblema:

. T _T
zZsp = min {c T —pP A:c}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solu¢do 6tima ou é ilimitado:

» Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um
raio extremo #,. Entdo, Z, ndo estd no PMR atual (i.e. r € R\ R).
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» Subproblema:

. T _T
zZsp = min {c T —pP A:c}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solugdo 6tima ou é ilimitado:

» Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um
raio extremo #,. Entdo, Z, ndo estd no PMR atual (i.e. r € R\ R).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no
PMR.
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» Subproblema:

. T _T
zZsp = min {c T —pP A:c}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solugdo 6tima ou é ilimitado:

» Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um
raio extremo #,. Entdo, Z, ndo estd no PMR atual (i.e. r € R\ R).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no
PMR. Logo, adicionamos r a f%,
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» Subproblema:

. T _T
zZsp = min {c T —pP A:c}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solugdo 6tima ou é ilimitado:

> Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um
raio extremo Z,. Entdo, Z, ndo estd no PMR atual (i.e. 7 € R\ R).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no

PMR. Logo, adicionamos r a R, resultando em uma nova coluna:
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» Subproblema:

. T _T
Zsp = min {c T —pP Ax}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solugdo 6tima ou é ilimitado:

> Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um
raio extremo Z,. Entdo, Z, ndo estd no PMR atual (i.e. 7 € R\ R).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no

PMR. Logo, adicionamos r a R, resultando em uma nova coluna:
chT
AT,
0
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» Subproblema:

. T _T
Zsp = min {c T —pP Ax}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solugdo 6tima ou é ilimitado:

> Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um
raio extremo Z,. Entdo, Z, ndo estd no PMR atual (i.e. 7 € R\ R).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no

PMR. Logo, adicionamos r a f%, resultando em uma nova coluna:
Tz, — fun¢do objetivo
AT,
0
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» Subproblema:

. T _T
Zsp = min {c T —pP Ax}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solugdo 6tima ou é ilimitado:

> Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um
raio extremo Z,. Entdo, Z, ndo estd no PMR atual (i.e. 7 € R\ R).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no

PMR. Logo, adicionamos r a R, resultando em uma nova coluna:

Tz, — fun¢do objetivo
Az, — restri¢cGes de acoplamento
0
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» Subproblema:

. T _T
Zsp = min {c T —pP Ax}
TEX

» Estamos assumindo que o problema original tenha solu¢3o;
» Assim, o subproblema ou tem solugdo 6tima ou é ilimitado:

> Caso seja ilimitado, entdo existe um raio de descida e, portanto, um
raio extremo Z,. Entdo, Z, ndo estd no PMR atual (i.e. 7 € R\ R).
Temos uma varidvel com custo reduzido negativo para incluir no

PMR. Logo, adicionamos r a R, resultando em uma nova coluna:

Tz, — fun¢do objetivo
Az, — restri¢cGes de acoplamento
0 — restricdo de convexidade
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Método de Geracao de Colunas

» Apds inserir a nova varidvel /coluna, resolvemos o Problema Mestre
Restrito resultante, dando inicio a uma nova iteragao;



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Apds inserir a nova varidvel /coluna, resolvemos o Problema Mestre
Restrito resultante, dando inicio a uma nova iteragao;

» Quando o método termina?
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Método de Geracao de Colunas

» Apds inserir a nova varidvel /coluna, resolvemos o Problema Mestre
Restrito resultante, dando inicio a uma nova iteragao;

» Quando o método termina?

» Limitante superior para zpas:



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

» Apds inserir a nova varidvel /coluna, resolvemos o Problema Mestre
Restrito resultante, dando inicio a uma nova iteragao;

» Quando o método termina?

» Limitante superior para zpyr: ZpMR;
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Método de Geracao de Colunas

» Apds inserir a nova varidvel /coluna, resolvemos o Problema Mestre
Restrito resultante, dando inicio a uma nova iteragao;

» Quando o método termina?
» Limitante superior para zpyr: ZpMR;

» Limitante inferior para zpj;:
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Método de Geracao de Colunas

» Apds inserir a nova varidvel /coluna, resolvemos o Problema Mestre
Restrito resultante, dando inicio a uma nova iteragao;

» Quando o método termina?
» Limitante superior para zpyr: ZpMR;

» Limitante inferior para zpy: zpymr + (2sp — v);
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Método de Geracao de Colunas

» Apds inserir a nova varidvel /coluna, resolvemos o Problema Mestre
Restrito resultante, dando inicio a uma nova iteragao;

» Quando o método termina?
» Limitante superior para zpyr: ZpMR;

» Limitante inferior para zpar: zpymr + (2sp — v); (para qualquer
subproblema com soluc3o étima);
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Método de Geracao de Colunas

» Apds inserir a nova varidvel /coluna, resolvemos o Problema Mestre
Restrito resultante, dando inicio a uma nova iteragao;

» Quando o método termina?
» Limitante superior para zpyr: ZpMR;

» Limitante inferior para zpar: zpymr + (2sp — v); (para qualquer
subproblema com soluc3o étima);

» Logo, o método é finalizado quando zgp — v = 0.
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Método de Geracao de Colunas

Problema Mestre Restrito

Sem colunas para gerar!

Solugao 6tima do PM

Subproblemas
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Método de Geracao de Colunas
> Regioes factiveis



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Regioes factiveis



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Regioes factiveis



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Regioes factiveis




Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

0 método de geragio de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Regioes factiveis




Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Regioes factiveis




Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

O método de geragdo de colunas

Geracao de colunas
> Ford and Fulkerson, Management Science 5, 1958
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A Suggested Computation for Maximal
Multi-Commodity Network Flows

L. R. Ford Jr., D. R. Fulkerson

The RAND Corporation, Santa Monica, California

implex computation for an arc-chain formulation of the maximal multi-commodity network flow problem

is proposed. Since the number of variables in this formulation is too large to be dealt with explicitly, the
computation treats non-basic variables implicitly by replacing the usual method of determining a vector to enter
the basis with several ap of a for finding a shortest chain joining a pair of
points in a network.

History: Received October 1957.

1. Introduction particular formulation, the matrix of the linear pro-
A problem of some importance in applications of ~ gram is the incidence matrix of arcs vs. all chains
linear programming is the determination of maxi-  Joming sources and sinks for the various commodi-
mal multi-commodity flows in networks. For exam- ties, and thus the number of variables is too large
ple, some of the linear programming problems which 0 be dealt with e?‘Pl‘C‘fIY Th? 5“55€5t€d computa-
have been proposed recently by Kalaba and Juncosa tion “trezint.s ngn-bas\c )/anables |mPl\c\tly by replaclpg
in their studies of communication networks (1956) ~ (h® “Pricing” operation of the simplex method (ie.
can be cast in this form. Straightforward application the delermmahon of a veclor to enter the basis) with

cavaral irati nf a ial aloarithm far
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from S to T. Let 7, be the smallest such. To find a
chain from S to T of length , look for an arc P;P
such that 7+ = m, then search for an arc P,P; such
that 7, +; = ;, and so on. Eventually a node of S is
reached, and the desired chain has been traced out (in
reverse).

If in the process of locating shortest chains from
commodity sources to sinks, for the various com-
modities, one is found of length less than one, we rec-
ommend that the corresponding column vector of A
be introduced into the basis immediately, rather than
repeating the shortest chain algorithm a number of
times in order to use the usual criterion for selection
of a vector to enter the basis.

We point out that the reason for getting rid of neg-
ative multipliers @, before using the shortest chain
algorithm is that the algorithm may not work if arcs
have negative lengths.

To start the simplex computation, one can of course
begin with the basic variables x,.,,...,x,,,, corre-
sponding to the zero flow.

4. Concluding Remarks

Except for hand computation of a few small prob-
lems, we have no computational experience with the
proposed method. Whether the method is practica-
ble for a problem involving, say, 50 nodes, 100 arcs,
and 20 commodity source-sink sets S;, Ty, ..
is a question which can be settled only by experi-
mentation. It would certainly be more practicable in

-+ S0, Toos

i g s by = e g e s e s
to a problem of the same type as before by introduc-
ing three new directed arcs and nodes as follows: A}
from P} to P, with capacity a,, A, from P; to P, with
capacity a,, and A} from P; to P, with capacity a,.
We then take P;, P; as sources for commodity 1, and
P; as the source for commodity 2. However, in the
hypothesized large network with 20 commodities, the
number of such new arcs would be "2, 1;, where n;
is the number of nodes in S;, and since each new arc
increases the size of basis matrices by one, this might
take the problem out of range of present computing
machines.
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TECNICAS DE I0

GERACAO DE COLUNAS

Introdugao
A Programagao Inteira (PI) é uma técnica da Investigaao
Operaci usada na 30 e resolu-

a0 de problemas. € hoje possivel abordar problemas

muito comples

Foi o trabalho de Savelsbergh no problema de afecta-
o generalizado [11] que mostrou que a geracao de
colunas poderia ter um melhor desempenho que a
relaxagdo lagrangeana, apesar de teoricamente serem

principais
questdes suscitadas em problemas reais. A investigaco
nesta drea tem tido um enorme impacto econdmico em
dreas como a logistica e a distribuigio, as ica-

do ponto de vista de limites inferiores. A
explicagio avancada & que a informagao dual mais
completa fornecida pelo Método Simplex ajudaa uma
melhor éncia, ao contrério do que acontece

GBes ou os transportes aéreos, urbanos e de massas.

Parte deste sucesso é devido ao uso de modelos de
geragao de colunas, que permitem abordar grandes
instincias de problemas de programagao inteira,
usando modelos reformulados através do método de
decomposigao de Dantzig-Wolfe. O método de gera-
¢éo de colunas é conhecido desde os finais dos anos
50 [3 ,4], mas esta técnica ganhou um novo impulso
quando surgiram ideias sobre a forma de compatibili-
zar geragdo de colunas com o método de particio e
avaliagao, para obter solucdes 6ptimas inteiras para os
modelos, dando origem ao método de particao e ge-
racao de colunas. desianado. na literatura analo-saxé-

nométodo do subgradiente que, apesar da prova tes-
rica de que converge, tem por vezes na pratica dificul-
dade em encontrar o caminho para a solugao 6ptima
em tempo razoavel.

Uma questao essencial que concorreu para assegurar
acompetitividade dos algoritmos de geracéo de colu-
nas foi o aumento da eficiéncia dos packages de pro-
gramagao linear. Se tal no acontecesse, o método de
geracao de colunas, apesar de robusto, nao seria por-
ventura competitivo com a relaxagio lagrangeana,
que usa pouca informagao e tem uma carga computa-
cional muito menos pesada. Nos dias de hoje, a gera-
céo de colunas compete com packaaes aue incoroo-

Depar
EscoladeEngenharia, Universidade doMinho.

JoséValério de Carvalho,
rtamento de Producao e Sistemas,

uma regiao fechada. Doravante, passaremos a desig-
nar esta regio admissivel por poliedro.

A Decomposicao de Dantzig-Wolfe (DW) ¢ aplicada a
um modelo de programagao linear (PL), que vamos
designar por modelo original, cujas restrigées podem
ser divididas em dois conjuntos: um conjunto de res-
trigdes gerais e um conjunto designado por com uma
estrutura especial:

min z,, U]
sujadxz b )
XEX 3)
x=0 @

em que AER™, ER", cER', e xER" é um vector de
variveis de decisio. A regiao de solucdes admissiveis
deste modelo € X,, = }€R;: Az brEX).

£ comum os modelos serem compostos por varios
conjuntos de restricées. A titulo de exemplo, o proble-
ma de corte de rolos pode ser modelado com um con-
junto de restricoes que determinam que os itens cor-
tados de um rolo ndo usam mais espaco do aue a
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O método de geragdo de colunas

Exercicio

Apliqgue DDW e resolva por geragdo de colunas (considere que as trés
primeiras restricdes sdo de acoplamento e apenas um (nico subproblema)
min T — 2T9
sa 2x1+2x2>3
—2x1 4+ 222 <3
2x1 +x2 <10
1<z <3

1§I2§3
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0 método de geragio de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

X, 4
min T — 272
s.a 2x1 +2x9 > 3
—2x1 + 222 <3
2x1 +x2 < 10 2
153
~ N>
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O método de geragdo de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

X, A
min T — 272
s.a 2x1 +2x9 > 3
—2x1 + 222 <3
2x1 +x2 < 10 2
153
~ N>
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0 método de geragio de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

min T — 272

s.a 2x1 +2x9 > 3

—2x1 + 222 <3

2x1 +x2 < 10 2
1<z <3
1<22<3
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O método de geragdo de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

min T — 272

s.a 2x1 +2x9 > 3

—2x1 + 222 <3

2x1 +x2 < 10 2
1<z <3
1<22<3
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0 método de geragio de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

min T — 2T9
s.a 2z +2x9 >3
—2x1 4+ 222 <3
2x1 +x2 <10
1<z <3

1§I2§3
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O método de geragdo de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

min T — 2x9
sa 2x1+2z0 >3
—2x1 + 229 <3
2x1 + 29 <10
rekX

com X = {(z1,22) |1 <21 <3; 1 <y <3}
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O método de geragdo de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

X é um conjunto limitado e, portanto, pode ser representado por seus
pontos extremos Zq, ¢ € Q. Assim, temos = =} o TqAq
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O método de geragdo de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

X é um conjunto limitado e, portanto, pode ser representado por seus
pontos extremos Z,, ¢ € (). Assim, temos x = quQ ZqAq € obtemos o
Problema Mestre:

min Z(qu — 2.T:q2))\q
q€EQ
sa Y (2Tq1 + 2Tg2) g > 3
qEQ
D (—2Tq1 + 2Tg2)Ag < 3
q€Q
D (2Tq1 + Tg2)Ag <10

q€Q
=1
q€Q
)‘QZ07 qu
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O método de geragdo de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

Subproblema
(p17p272§37 T))

min (1:1 — 2:1:2) — (2::;1 + 2;1:2)131 — (—21:1 + 21:2)}72 — (2331 + 1‘2)173

sa 1<z <3 1<x2<3
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O método de geragdo de colunas

Exercicio
> Aplique DDW e resolva por geracao de colunas

Subproblema
(p17p272§37 T))

min (z1 — 2z2) — (221 + 222)p1 — (—221 + 272)P2 — (271 + T2)P3

sa 1<z <3 1<x2<3

= min (1 — 2p1 + 2p2 — 2p3)z1 + (—2 — 2p1 — 2p2 — 1p3)z2

sa 1<21<3;,1<22<3
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: lteragdo 0
PMR inicial
Coluna artificial apenas
(PMRg) min 1000\,
sa 3\ >3
0X\g <3
0Aa < 10
e =1,
Ao > 0.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: lteragdo 0
PMR inicial
Coluna artificial apenas
(PMRg) min 1000\,

sa 3\ >3

0X\g <3

0Aa < 10

e =1,

Ao > 0.

Ao = 1;
p1 = 333.33; p2 = 0; p3 =0; v =0;
LI = —o0; LS = 1000.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: lteragdo 0

Subproblema
Pr=333.3333; po = 0; p3 = 0; 0 =0;

(SP(]) min (1 — 2}71 =+ 2]72 — 2;53)x1 + (—2 — 2}71 — 2}32 — 1}73)&72
= min — 665.66x1 — 668.66x2

sa 1<z <3 1<x2<3
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: lteragdo 0
Subproblema
pr = 333.3333; oo = 0; Pz = 0; 0 = 0;

(SP(]) min (1 — 2}71 =+ 2]72 — 2;53)x1 + (—2 — 2}71 — 2}32 — 1}73)&72
= min — 665.66x1 — 668.66x2

sa 1<z <3 1<x2<3

T = 3; To = 3; fz —4003.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: lteragdo 0

Subproblema
Pr=333.3333; po = 0; p3 = 0; 0 =0;

(SPo) min (1 —2p1 + 2p2 — 2p3)z1 + (—2 — 2p1 — 2p2 — 1p3) @2
= min — 665.66x1 — 668.66x9

sa 1<z <3 1<x2<3

T1=3; To=3; F=—4003.

T1 — 2T2 -3
2%1 + 22 6+6 12

Coluna: —2Z1+2%2 | =| —64+6 | = 0
2%1 + 12 6+ 3

1 1
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 1

PMR 1

(PMR1) min  1000Aq — 3\
sa 3l + 12X\ >3
0Xg +0X1 <3
0Xa +921 <10
g + 1M1 =1,
Aa, A1 > 0.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 1

PMR 1

(PMR1) min  1000Aq — 3\
sa 3l + 12X\ >3

0Xg +0X1 <3
0Xa +921 <10

e +10 =1,
Aa; A1 > 0.
Xa=0; X1 =1;

p1=0; p2=0; p3 =0; v =—3;
LI =1000+ (—4003) = —3003; LS = —3.
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

Ny N>

=Mz =1x(3,3) = (3,3)
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 1

Subproblema
P1=0; p2=0; p3=0; v =—3;

(SPl) min (1 — 2}71 + 2}72 — 2;53)x1 + (—2 — 2}71 — 2}32 — 1}73)&72
= min lzy — 22

sa 1<z <3 1<x2<3
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 1

Subproblema
P1=0; p2=0; p3=0; v =—3;

(SPl) min (1 — 2}71 + 2}72 — 2;53)x1 + (—2 — 2}71 — 2}32 — 1}73)&72
= min lzy — 22

sa 1<z <3 1<x2<3

Z1=1;, T2 =3; f=—5.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 1

Subproblema
P1=0; p2=0; p3=0; v =—3;

(SP1) min (1 —2p1 + 2p2 — 2p3)z1 + (—2 — 2p1 — 2p2 — 1p3)@2
= min lzy — 22

sa 1<z <3 1<x2<3

Z1=1;, T2 =3; f=—5.

T1 — 2T2 1-6 -5
2%1 + 2T2 246 8
Coluna: —2T1+2%2 | = | —246 | = 4
2Z1 + 1z2 2+3 5
1 1 1
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas

> Exercicio: Iteracdo 2

PMR 2
(PMR2) min 1000\, — 3X\1 — 52
s.a 3hg+12X1 +8X2 >3

0Xa +O0Ap +4X3 < 3

0Xa 4+ 9A1 45X < 10

g +1A1 + A2 =1,
Xa, A1, Az > 0.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 2

PMR 2
(PMR2) min 1000\, — 3X\1 — 52
s.a 3hg+12X1 +8X2 >3

0Xa +O0Ap +4X3 < 3

0Xa 4+ 9A1 45X < 10

a + 1M1+ A2 =1,
Xa, A1, Az > 0.

Xa =0; A1 =0.25; X2 =0.75
p1=0; p2 =—-0.5; p3 =0; v =—-3;
LI=—-3+4(=5+3)=—5 LS =—45.
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

x, &

Ny N>

7 =(3,3); 22 = (1,3);
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

x, &

(o3 o

Ny N>

Mzt 4+ X222 NN =1,
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

x, &

Ny N>
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

Ny N>

r =zt + 2272 =
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

Ny N>

r =AMz 4+ X222 =0.25 x (3,3) +0.75 x (1,3) =
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

x, &

Ny N>

r =Mzt + X222 = 0.25 x (3,3) + 0.75 x (1,3) = (1.5,3)
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 1

Subproblema
Pp1=0; p2 =—0.5; p3s =0; v = —3;

(SPl) min (1 — 2p1 + 2p2 — 2]33):[1 + (—2 — 2p1 — 2p2 — lﬁg):tg
= min 0z1 — lzo

sa 1<21<3; 1<22<3
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 1

Subproblema
Pp1=0; p2 =—0.5; p3s =0; v = —3;

(SPl) min (1 — 2p1 + 2p2 — 2]33):[1 + (—2 — 2p1 — 2p2 — lﬁg):tg
= min 0z1 — lzo

sa 1<21<3; 1<22<3

Z1=1; &3 =3; f=—3.
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 1

Subproblema
Pp1=0; p2 =—0.5; p3s =0; v = —3;

(SPl) min (1 — 2p1 + 2p2 — 2]33):[1 + (—2 — 2p1 — 2p2 — lﬁg):tg
= min 0z1 — lzo

sa 1<21<3; 1<22<3

Z1=1; &3 =3; f=—3.

f-v=-34+3=0
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 1

Subproblema
Pp1=0; p2 =—0.5; p3s =0; v = —3;

(SPl) min (1 — 2p1 + 2p2 — 2]33):[1 + (—2 — 2p1 — 2p2 — lﬁg):tg
= min 0z1 — lzo

sa 1<21<3; 1<22<3

Z1=1; &3 =3; f=—3.

f—v=—-3+3=0= Solugdo étima encontrada!
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O método de geragdo de colunas

Método de Geracao de Colunas
> Exercicio: Iteracdo 2

PMR Otimo

(PMR) min  1000Aq — 3X\1 — 52
sa 3Xg+12X1 +8X2 >3
0Ag +0A1 +4X2 <3
0Xa +9A1 + 52 <10
e +1M + A2 =1,
Aa;s A1, A2 > 0.

Xa =0; A1 =0.25; X2 =0.75
p1=0; p2 =—-0.5; p3 =0; v =—-3;
LI =45+ (=3+3)=—45; LS = —4.5.
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

x, &

Ny N>
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

Ny N>

r =zt + 2272 =
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

Ny N>

r =AMz 4+ X222 =0.25 x (3,3) +0.75 x (1,3) =
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0 método de geragio de colunas

Exercicio

x, &

Ny N>

r =Mzt + X222 = 0.25 x (3,3) + 0.75 x (1,3) = (1.5,3)
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O método de geragdo de colunas

Exercicio

Ny N>

N3o foi necessdrio enumerar todos os pontos extremos!
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0 método de geragio de colunas

» Obrigado pela ateng3o!

» Ddvidas?



