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Relaxagio Lagrangiana em problemas discretos

Apresentacao - Tépico 11.4

Objetivos deste tépico:

» Entender a aplicagao da Relaxagdo Lagrangiana em problemas de
otimizacg3o linear discretos, seus beneficios e suas particularidades.

Video-aula:

» https://youtu.be/B2g7SWHmh90


https://youtu.be/B2g7SWHmh90
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

> Até o momento, vimos a aplicacdo da Relaxacdo Lagrangiana a
problemas de otimiza¢do continua;
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

> Até o momento, vimos a aplicacdo da Relaxacdo Lagrangiana a
problemas de otimiza¢do continua;

» Qual a principal vantagem nesse contexto?
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Relaxagio Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

> Até o momento, vimos a aplicacdo da Relaxacdo Lagrangiana a
problemas de otimiza¢do continua;

» Qual a principal vantagem nesse contexto?
Permite explorar a estrutura do problema, reduzindo-o a problemas
“mais faceis”;
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Relaxagio Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

> Até o momento, vimos a aplicacdo da Relaxacdo Lagrangiana a
problemas de otimiza¢do continua;

» Qual a principal vantagem nesse contexto?
Permite explorar a estrutura do problema, reduzindo-o a problemas
“mais faceis”;

» Nos dltimos anos, com o avanco da computagdo e softwares de
otimizag3o, essa vantagem ja n3o é tdo significativa;
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Relaxagio Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

> Até o momento, vimos a aplicacdo da Relaxacdo Lagrangiana a
problemas de otimiza¢do continua;

» Qual a principal vantagem nesse contexto?
Permite explorar a estrutura do problema, reduzindo-o a problemas
“mais faceis”;

» Nos dltimos anos, com o avanco da computagdo e softwares de
otimizag3o, essa vantagem ja n3o é tdo significativa;

> Assim, a Relaxacao Lagrangiana tem sua principal aplicagdo em
problemas de otimizagdo discreta.



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

Principais motivos para seu sucesso em otimizagdo discreta:



Otimizac;ﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Relaxagio Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

Principais motivos para seu sucesso em otimizagdo discreta:

» Os subproblemas sdo tipicamente problemas de otimizacdo
combinatdria e, assim, resolvé-los separadamente pode contribuir
significativamente para a melhoria do desempenho;
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Relaxagio Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

Principais motivos para seu sucesso em otimizagdo discreta:

» Os subproblemas sdo tipicamente problemas de otimizacdo
combinatdria e, assim, resolvé-los separadamente pode contribuir
significativamente para a melhoria do desempenho;

» Se forem problemas cldssicos, como o problema da mochila, de

caminho minimo, etc.,
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Relaxagio Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

Principais motivos para seu sucesso em otimizagdo discreta:

» Os subproblemas sdo tipicamente problemas de otimizacdo
combinatdria e, assim, resolvé-los separadamente pode contribuir
significativamente para a melhoria do desempenho;

» Se forem problemas cldssicos, como o problema da mochila, de
caminho minimo, etc., podem ser usados algoritmos especificos para

resolvé-los de forma mais eficiente;
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Relaxago Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

Principais motivos para seu sucesso em otimizagdo discreta:

» Os subproblemas sdo tipicamente problemas de otimizacdo
combinatdria e, assim, resolvé-los separadamente pode contribuir
significativamente para a melhoria do desempenho;

» Se forem problemas cldssicos, como o problema da mochila, de
caminho minimo, etc., podem ser usados algoritmos especificos para
resolvé-los de forma mais eficiente;

» O problema dual Lagrangiano fornece um limitante inferior para o
problema original (minimiza¢3o) que, em muitas vezes, é bem
melhor que aquele fornecido pela relaxacdo linear.
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Relaxago Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

Principais motivos para seu sucesso em otimizagdo discreta:

» Os subproblemas sdo tipicamente problemas de otimizacdo
combinatdria e, assim, resolvé-los separadamente pode contribuir
significativamente para a melhoria do desempenho;

» Se forem problemas cldssicos, como o problema da mochila, de
caminho minimo, etc., podem ser usados algoritmos especificos para
resolvé-los de forma mais eficiente;

» O problema dual Lagrangiano fornece um limitante inferior para o
problema original (minimiza¢3o) que, em muitas vezes, é bem
melhor que aquele fornecido pela relaxacdo linear. Por que?
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

min  f(z) = 'z,
s.a Az = b,
Dx =d,
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

min  f(z) = 'z,

s.a Ax =0, (restricdes de acoplamento)
Dz =d, (estrutura em blocos)
n
x €L
Dl
D2

DK
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

min ot + 2?4+ .+ KK
sa Alz' 4+ A%2% + . 4 AKE =
Dlz! =d!
D22 — 2

_DKIK _ dK

r €LY
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

Para um dado vetor de multiplicadores p € R™:

g(p) = miZn ot + a4 KK pT(b— Alat — A%22 — . — AKK)
TELY
s.a Dzl =d
D222 =d?
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

Para um dado vetor de multiplicadores p € R™:

g(p) = miZn cdal + 22?4+ .+ B 4 pT(b— Atz — A%22 — - AKgK)
T €LY
A
s.a D'z! =d
D222 =d?
DEgK =gk

9(p) = min  pTh+ (¢ = pT AN + (¢ = pT AN+ (e pTAK YK
+

s.a Dlgt !

D22 =d?
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

+ min {(c! —pTAY)z! | D2t =d'}
:clEZil
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

+ min {(c! —pTAY)z! | D2t =d'}
:clEZil

+...

+ min {(& —pTAK)2E | DEK = ¢&}
mKEZiK
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

gp) = pb
+ min {(c! —pTAY)z! | D2t =d'}
:clEZil
+...
+ min {(& —pTAK)2E | DEK = ¢&}
mKEZiK

K

T ; k _ T aky.k | pk.k k
b+ E m A D =d

p k,lzkelz%_k{(c p )z* | Dz }
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

gp) = pb
+ min {(c! —pTAY)z! | D2t =d'}
:clEZil
+...
+ min {(& —pTAK)2E | DEK = ¢&}
mKEZiK

K
T . k T pky,..k k, .k k
p b+ min {(c® —p* A®)z" | D"z" = d
kE,lz’“GZik{( )z" | }

> Para todo p € R™ e z factivel: g(p) < f(z);
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

gp) = pb
+ min {(c! —pTAY)z! | D2t =d'}
:clEZil
+...
+ min {(& —pTAK)2E | DEK = ¢&}
mKEZiK

K
T . k T pky,..k k, .k k
p b+ min {(c® —p* A®)z" | D"z" = d
k§71 zkezik{( )z” | }

> Para todo p € R™ e z factivel: g(p) < f(z);

> Em geral, g(p) < f(z*) para todo p € R™;
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

gp) = pb
+ min {(c! —pTAY)z! | D2t =d'}
:clEZil
+...
+ min {(& —pTAK)2E | DEK = ¢&}
mKEZiK

K
T . k T pky,..k k, .k k
p b+ min {(c® —p* A®)z" | D"z" = d
k§71 zkezik{( )z” | }

> Para todo p € R™ e z factivel: g(p) < f(z);
> Em geral, g(p) < f(z*) para todo p € R™;

» Melhor limitante — Problema Dual Lagrangiano:

max
max, g9(p)
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxacao Lagrangiana em Otimizagdo Discreta

gp) = pb
+ min {(c! —pTAY)z! | D2t =d'}
:clEZil
+...
+ min {(& —pTAK)2E | DEK = ¢&}
mKEZiK

K
T . k T pky,..k k, .k k
p b+ min {(c® —p* A®)z" | D"z" = d
k§71 zkezik{( )z” | }

> Para todo p € R™ e z factivel: g(p) < f(z);
> Em geral, g(p) < f(z*) para todo p € R™;

» Melhor limitante — Problema Dual Lagrangiano:

K
T : k T pky, .k k. .k k
max = max b+ min " —pt AV | D2 =d
peRm 9(p) poRm P kE lwkeZi’“{( p )z" | }
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxag¢ao Lagrangiana em Otimizacdo Continua

gp) = pTb

+ min {(c! —pTAY)z! | D1zl = d'}
z1>0

+ min {(c? — pT A%)2? | D%22% = d?}
z2>0

+...

+ min {(c& — pT AKX | DE K = g¥}
K >0

K
= pPo+ Z min {(c* — pT AF)zF | DF* = d*}
o120

» Para todo p € R™ e z factivel: g(p) < f(z);

» Problema Dual Lagrangiano:

K
T : k T Aky..k k_ .k k
ma; = max b+ min {(c” —p* AV)z" | D¥2" =d
peRX g(p) SoR {P 1§=1“k120{( p )z" | }}
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Relaxag¢ao Lagrangiana em Otimizacdo Continua

min  f(z) = 'z,

s.a Az = b,
Dx =d,
r e R}
Dl
D2

DK
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» Temos sempre

min {(c® — pT AF)zF | D*zk = d*}
szZik
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» Temos sempre

min {(c® — pT AF)zF | DFzk = %} >
szZik
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» Temos sempre

min {(c® — pT AF)z* | DFz* = d*} > min {(cF — pT AF)z" | DFa* = d*};
szZik xk>0
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» Temos sempre

min {(c® — pT AF)zF | DFzk = %} > > mm {( b pT ARk | DR = dk};

ckezk

» Assim, pelo dominio dos subproblemas, a Relaxa¢do Lagrangiana mantém

a integralidade das varidveis no caso discreto.
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Relaxag3o Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» Temos sempre

min {(c® — pT AF)zF | DFzk = %} > > mm {( b pT ARk | DR = dk};
ckezk
» Assim, pelo dominio dos subproblemas, a Relaxa¢do Lagrangiana mantém

a integralidade das varidveis no caso discreto.

» A solugdo 6tima de cada subproblema é inteira e, portanto, o limitante
fornecido pelo problema dual Lagrangiano é melhor do que aquele obtido

pela relaxac¢do linear do problema original.
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Relaxag3o Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» Temos sempre

min {(c® — pT AF)zF | DFzk = %} > > mm {( b pT ARk | DR = dk};

ok ezl
» Assim, pelo dominio dos subproblemas, a Relaxa¢do Lagrangiana mantém
a integralidade das varidveis no caso discreto.

» A solugdo 6tima de cada subproblema é inteira e, portanto, o limitante
fornecido pelo problema dual Lagrangiano é melhor do que aquele obtido

pela relaxac¢do linear do problema original.

» E se o subproblema tiver a propriedade de integralidade?
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Relaxag3o Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» Temos sempre

min {(c® — pT AF)zF | DFzk = %} > > mln {( b pT ARk | DR = dk};
ckezk
» Assim, pelo dominio dos subproblemas, a Relaxa¢do Lagrangiana mantém

a integralidade das varidveis no caso discreto.

» A solugdo 6tima de cada subproblema é inteira e, portanto, o limitante
fornecido pelo problema dual Lagrangiano é melhor do que aquele obtido
pela relaxac¢do linear do problema original.

> E se o subproblema tiver a propriedade de integralidade? (i.e. a solu¢go
étima da relaxagdo linear estd em Z7*)
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Relaxag3o Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» Temos sempre

min {(c® — pT AF)zF | DFzk = %} > > mln {( b pT ARk | DR = dk};
ckezk
» Assim, pelo dominio dos subproblemas, a Relaxa¢do Lagrangiana mantém

a integralidade das varidveis no caso discreto.

» A solugdo 6tima de cada subproblema é inteira e, portanto, o limitante
fornecido pelo problema dual Lagrangiano é melhor do que aquele obtido

pela relaxac¢do linear do problema original.

> E se o subproblema tiver a propriedade de integralidade? (i.e. a solu¢go
étima da relaxagdo linear estd em Z7*)

R: Ruim, pois temos igualdade na relagdo acima :(
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

PDL com restricao de capacidade e tempo de preparacao

n T n T n T
min Z Z CitZit + Z Z hitlis + Z Z Silit

i=1t=1 i=1 t=1 i=1 t=1
n
s.a Z(aixit + stiyir) < by, t=1,...,T,
i=1
Tit + i1 = dig + Lit, 1=1,...,n; t=1,...,T,
it < Cyst, i=1,....n; t=1,...,T,
Iio =0, i=1,....n,

x>0, Ij; >0, yitE{O,l} i=1,...,n; t=1,...,T.
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Relaxag3o Lagrangiana em problemas discretos

PDL com restricao de capacidade e tempo de preparacao
> Exemplo

Uma fébrica de refrigerantes produz dois tipos de bebidas, por meio de um tnico tanque.
Para processar 1000 litros da bebida 1 sdo necessarias 100 horas do tanque, enquanto
para 1000 litros da bebida 2, sdo necessdrias 80 horas. A produg¢ido de uma bebida em
um dado periodo requer a limpeza e resfriamento do tanque. Esse tempo é de 12 horas
para a bebida 1 e 8 horas para a bebida 2. A disponibilidade do tanque para a fabricacido
destas bebidas nos préximos 3 meses é de 240, 320 e 200 horas. O departamento de
vendas fez uma previsdo de demanda para os préximos 3 meses. A demanda de cada
bebida e os possiveis custos envolvidos sdo dados na tabela abaixo. Deseja-se determinar
quanto produzir e estocar de cada bebida em cada periodo.

Bebida 1 Bebida 2
Periodo 1 2 3 1 2 3
Demanda (L) 900 1800 1800 400 600 800
Custo prod (R$/L) 1.0 15 2.0 05 05 09
Custo estoc (R$/L) 05 025 — 025 025 —

Custo prep (R$) 20 40 4.0 80 80 80
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

PDL com restricao de capacidade e tempo de preparacao
> Exemplo: formulagao

min 1.09011 + 1.5$12 —+ 2.0:]313 —+ 0.5121 + 0.5$22 + 0.951323
+0.5117 + 0.25115 + 0.25151 4+ 0.25125
+2.0y11 + 4.0y12 + 4.0y13 + 8.0y21 + 8.0y22 + 8.0y23

0.1z11 4 0.08z21 + 12y11 + 8y21 < 240
0.1z12 + 0.08z22 + 12y12 + 8y22 < 320
0.1z13 + 0.08x23 + 12y13 + 8y23 < 200

z11 + 10 — 111 = 900

12 + 111 — 112 = 1800

x13 + [12 — I13 = 1800

21 + I20 — I21 = 400

T22 + I21 — I22 = 600

T23 + I22 — I23 = 800

z11 < 5000y11 z21 < 5000y21
z12 < 5000y12 222 < 5000y22
13 < 5000y13 23 < 5000y23
I10 =0, Isp =0
Z11,%12,...,223 >0
Iy, Iz, .oy 123 20

Y11, Y12, ---,y23 € {0,1}
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

PDL com restricao de capacidade e tempo de preparacao
> Exemplo: formulagao

min 1.09011 + 1.5$12 —+ 2.0:]313 —+ 0.5121 + 0.5$22 + 0.951323
+0.5117 + 0.25115 + 0.25151 4+ 0.25125
+2.0y11 + 4.0y12 + 4.0y13 + 8.0y21 + 8.0y22 + 8.0y23

s.a 0.1z11 + 0.08z21 + 12y11 + 8y21 < 240 (p1)
0.1215 + 0.08222 + 12412 + 8ya2 < 320 (p»)
0.1z13 + 0.08z23 + 12y13 + 8y23 < 200 (p3)

x11 + 10 — I11 = 900
x12 + I11 — I12 = 1800
x13 + [12 — I13 = 1800
x21 + I20 — I21 = 400
T22 + I21 — I22 = 600
x23 + I22 — I23 = 800

z11 < 5000y11 221 < 5000y21
z12 < 5000y12 222 < 5000y22
13 < 5000y13 23 < 5000y23
I10 =0, Isp =0
Z11,%12,...,223 >0
Iy, g, .oy 123 20

Y11, Y12, ---,y23 € {0,1}
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

PDL com restricao de capacidade e tempo de preparacao

> Exemplo: problema dual Lagrangiano

Plvgzl?‘PXaSO
+ min (1.0 = 0.1p1)z11 + (1.5 — 0.1p2) w12 + min
+(2.0 — 0.1pg)x13 + 0.5111 + 0.251712
+(2.0 — 12.0p1)y11 + (4.0 — 12.0p2)y12
+(4.0 — 12.0p3)y13
s.a x11 + 10 — I11 = 900 s.a

12 + I11 — I12 = 1800
x13 + 12 — I13 = 1800
z11 < 5000y11
z12 < 5000y12
z13 < 5000y13
Ii0=0

A

z11,%12,%13 > 0
Iy, I12, 113 2 0
y11,¥12, Y13 € {0,1}

240p1 + 320p2 + 200p3+

(0.5 — 0.08p1)z21 + (0.5 — 0.08p2)z 22
+(0.9 — 0.08p3)x23 + 0.25121 + 0.25122
+(8.0 — 8.0p1)y21 + (8.0 — 8.0p2)ya22
+(8.0 — 8.0p3)y23
z21 + I20 — I21 = 400
T22 + I21 — I22 = 600
T23 + I22 — I23 = 800
z21 < 5000y21
z22 < 5000y22
z23 < 5000y23
Is0 =0
T21,T22, %23 > 0
Iz1, 122,123 2 0
Y21, Y22, Y23 € {0,1}
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» A aplicagdo dos métodos continua a mesma no caso discreto;
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

» A aplicagdo dos métodos continua a mesma no caso discreto;

» Deve-se tomar cuidado apenas com a teoria do método de plano de
cortes, pois a solucdo 6tima dos subproblemas n3o é

necessariamente um ponto extremo ou raio extremo!



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]
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Problemas de otimizacado discretos
> Regiao factivel do subproblema
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Problemas de otimizacado discretos
> Regiao factivel do subproblema
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos
> Regido factivel do subproblema (relaxag3o linear)
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Problemas de otimizacado discretos
> Regido factivel do subproblema (relaxag3o linear)
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Problema Dual Lagrangiano:

max g(p) = max {p b—|—z mln {(c —pTAR)Z* | DFLF = dk}}

pER™

com X* = {a* | D*2* = d* 2" € Z*};
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Problema Dual Lagrangiano:

max g(p) = max {p b—|—z mln {(c —pTAR)Z* | DFLF = dk}}

pER™

com X* = {a* | D*2* = d* 2" € Z*};
» Para formulad-lo como um problema de programac3o linear, precisamos

eliminar as minimizagdes internas;
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Problemas de otimizacado discretos

> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Problema Dual Lagrangiano:

T 4k K k k
= + E —p A D =
&1]%% g(p) = max {p b mm {(c p ) | D"z d }}

com X* = {a* | D*2* = d* 2" € Z*};

» Para formulad-lo como um problema de programac3o linear, precisamos
eliminar as minimizagdes internas;

» Para um dado p factivel, temos que o k-ésimo subproblema pode ou ter
solugdo étima ou ser ilimitado;
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Problema Dual Lagrangiano:
K
T . k T (ky k| k. k k
= b —p A D =d
max g(p) = max {p +k§:1zkm€1§k{(c p A%)z" | D"z }}

com X* = {a* | D*2* = d* 2" € Z*};
» Para formulad-lo como um problema de programac3o linear, precisamos

eliminar as minimizagdes internas;

» Para um dado p factivel, temos que o k-ésimo subproblema pode ou ter
solugdo étima ou ser ilimitado;

» Para continuarmos com o conceito de pontos e raios extremos, precisamos
recorrer ao envoltério convexo C* dos pontos inteiros em X*, combinado
com possiveis raios extremos do conjunto.
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Problemas de otimizacado discretos
> Regiao factivel do subproblema
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos
> Regido factivel do subproblema (envoltério)
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Problemas de otimizacado discretos
> Regido factivel do subproblema (envoltdrio)




Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]
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Problemas de otimizacado discretos
> Regido factivel do subproblema (envoltdrio)
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Assim, usando C* em vez de X%, sabemos que se o subproblema possui
solu¢do étima,
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Assim, usando C* em vez de X%, sabemos que se o subproblema possui
soluco tima, ent3o existe um ponto extremo étimo Z¥ € C* tal que:
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Assim, usando C* em vez de X%, sabemos que se o subproblema possui
soluco tima, ent3o existe um ponto extremo étimo Z¥ € C* tal que:

min (¢ —pT AM)z" = (& — pT AF)zE
zkeck



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Assim, usando C* em vez de X%, sabemos que se o subproblema possui
soluco tima, ent3o existe um ponto extremo étimo Z¥ € C* tal que:

min (¢ —pT A")z" = (" — pT A")zZY = min (¢ — pTAk):EI;
zkeck qukz
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Assim, usando C* em vez de X%, sabemos que se o subproblema possui
soluco tima, ent3o existe um ponto extremo étimo Z¥ € C* tal que:

min (¢ —pT A")z" = (" — pT A")zZY = min (¢ — pTAk):EI;
zkeck qukz

sendo Q. o conjunto de indices de todos os pontos extremos de C*;
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Assim, usando C* em vez de X%, sabemos que se o subproblema possui
soluco tima, ent3o existe um ponto extremo étimo Z¥ € C* tal que:

min (¢ —pT A")z" = (" — pT A")zZY = min (¢ — pTAk):EI;
zkeck qukz

sendo Q. o conjunto de indices de todos os pontos extremos de C*;

» Temos entdo:
max min (¢* —pTA¥)2z"¥ = max min (" — pTAk)E:l;
p gkeck P qeQF
= max{o" | v* < (¢ —p" A"z}
pv
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Caso o subproblema seja ilimitado, ent3o existe um raio de descida:
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Caso o subproblema seja ilimitado, ent3o existe um raio de descida:

kT 4ky k
min (¢ —p” A")z" = —oo0.
zkeck
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Caso o subproblema seja ilimitado, ent3o existe um raio de descida:

.ok T 4ky_k
min (¢® —p" A®)z" - —o0.
zkeck

Como estamos interessados em limitantes, esse valor é irrelevante e deve

ser evitado impondo-se
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Caso o subproblema seja ilimitado, ent3o existe um raio de descida:
min (¥ —pTAF)z* - —oc.
zkeck

Como estamos interessados em limitantes, esse valor é irrelevante e deve

ser evitado impondo-se
k T i ky=k k
(" =p A"Z; >0, VreR",

sendo R* o conjunto de todos os indices de raios extremos de C*.
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Problemas de otimizacado discretos
> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Logo, o problema Dual Lagrangiano se torna:

K
T k
a. = b
max glp)=p +;v
sa (F—pTAMzEE>" k=1,... K, ¢eQF,

(" —pTAMZ* >0, k=1,...,K, reR"

sendo Q¥ e R* os conjuntos de indices de todos os pontos extremos e

raios extremos de C¥, respectivamente.
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Problemas de otimizacado discretos

> Método de planos de corte (gera¢do de restri¢des)

» Logo, o problema Dual Lagrangiano se torna:

K
T k
a. = b
max glp)=p +;v
sa (F—pTAMzEE>" k=1,... K, ¢eQF,

(" —pTAMZ* >0, k=1,...,K, reR"

sendo Q¥ e R* os conjuntos de indices de todos os pontos extremos e
raios extremos de C¥, respectivamente.

» Dado o nimero imenso de pontos e raios extremos, precisamos recorrer ao
Meétodo de Planos de Corte.
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Problemas de otimizacado discretos

Mas algo precisa ficar bem claro no caso discreto:
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Problemas de otimizacado discretos

Mas algo precisa ficar bem claro no caso discreto:

» O valor 6timo do dual Lagrangiano é apenas um limitante inferior
para o valor 6timo do problema original,
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Relaxagdo Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

Mas algo precisa ficar bem claro no caso discreto:

» O valor 6timo do dual Lagrangiano é apenas um limitante inferior

para o valor 6timo do problema original,

» O Teorema da dualidade forte n3o vale em otimizagdo discreta;



Otimizagﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Relaxag3o Lagrangiana em problemas discretos

Problemas de otimizacado discretos

Mas algo precisa ficar bem claro no caso discreto:

» O valor 6timo do dual Lagrangiano é apenas um limitante inferior
para o valor 6timo do problema original,

» O Teorema da dualidade forte n3o vale em otimizagdo discreta;

» Assim, a Relaxac3o Lagrangiana e seus métodos (planos de corte,
subgradiente) s3o usados para obter bons limitantes inferiores;
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Problemas de otimizacado discretos

Mas algo precisa ficar bem claro no caso discreto:

» O valor 6timo do dual Lagrangiano é apenas um limitante inferior
para o valor 6timo do problema original,

» O Teorema da dualidade forte ndo vale em otimizagdo discreta;

> Assim, a Relaxac3o Lagrangiana e seus métodos (planos de corte,
subgradiente) s3o usados para obter bons limitantes inferiores;

» Para garantir uma solugdo discreta, deve-se combinar com outros
métodos: branch-and-bound, heuristicas, ...
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Problemas de otimizacado discretos
> Heuristica Lagrangiana

» Usar as solugdes dos subproblemas para tentar determinar uma
solu¢do factivel do problema original;
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Problemas de otimizacado discretos
> Heuristica Lagrangiana

» Usar as solugdes dos subproblemas para tentar determinar uma
solugdo factivel do problema original;

» Por exemplo, em uma dada iteragdo do método subgradiente, a
solucdo 6tima de um dado subproblema provavelmente viola as

restricBes relaxadas (penalizadas);
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Problemas de otimizacado discretos
> Heuristica Lagrangiana

» Usar as solugdes dos subproblemas para tentar determinar uma
solugdo factivel do problema original;

» Por exemplo, em uma dada iteragdo do método subgradiente, a
solucdo 6tima de um dado subproblema provavelmente viola as
restricBes relaxadas (penalizadas);

P> Assim, s3o feitas tentativas de se factibilizar essas solu¢cdes de modo

a obter uma solugdo factivel para o problema original.
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Abstract

This paper addresses the capacitated lot-sizing problem involving the production of multiple items on unrelated par-
allel machines. A production plan should be determined in order to meet the forecast demand for the items, without
exceeding the capacity of the machines and minimize the sum of production, setup and inventory costs. A heuristic
based on the Lagrangian relaxation of the capacity constraints and subgradient optimization is proposed. Initially,
the heuristic is tested on instances of the single machine problem and results are compared with heuristics from the lit-
erature. For parallel machines and small problems the heuristic performance is tested against optimal solutions, and for
larger problems it is compared with the lower bound provided by the Lagrangian relaxation.

© 2005 Elsevier B.V. All rights reserved.
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2. Problem formulation

In order to state the problem mathematically, let

5 setup cost of item i on machine j;

[ unit production cost of item i on machine j;

h; unit inventory cost of item 7;

di demand of item 7 in period 1;

by time to produce one unit of item i on machine j;

fi setup time of item i on machine j;

G capacity of machine j (in units of time);

Xije amount of item i produced on machine ; in period 7 (a decision variable);

Vit a binary variable which assumes value 1 if item 7 is produced on machine j in period 7 and 0, other-
wise (a decision variable);

I inventory of item i at the end of period 7 (a decision variable);

an upper bound on x;;.

The CLSPP can be formulated as the following mixed integer programming model.

T n L}
Minimize Z Z(Su,\’,,: + eyip) + Z Zh‘l"
Tt =1 =

=1 =

m

subject to Zx,ﬂﬁ»l,v,,.—lt,:d,, i=1,...,n; t=1,....T, (1)
j=1
"
S i+ fivg) <€ j=1m 1=1,...T, )
=
X < Myy, i (3)
Vi €401 xy = 0.0, =0 i=1,....m t=1,..,T. (4)

The objective function expresses the sum of setup, production and inventory costs. Constraints (1) rep-
resent the inventory balance equations. Constraints (2) indicate that the amount of capacity used for pro-
duction is limited. Constraints (3) ensure the incidence of a setup cost and a setup time when x;;, is positive.
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cp: unit cost of the plate to be cut; The mixed-integer mathematical model (LCP) can be
G¢: unit production cost of final product i in period t; written then as follows:

hi: unit inventory cost of final product i in period t;

S setup cost of final product i in period t; MoT NoT

LW length and width of the plate; M

I, x w: length and width of the part of type p. Z=Min ; ;(c,,x,, o+ hiclie + suzie) + JZ] ; CPLWYje
Variables: ()
X number of final products i to be manufactured in period ;

I number of final products i stocked at the end of period t;

Yyt number of plates cut according to pattern j in period t; st X+ iy — I = dis %)
2z binary variable: z; = 1 if x;>0; zero, otherwise. ;
N M
The following constraints should be considered. Sz D rpikis (8)
Inventory balance of final products: =1 i=1
Xi + i1 —le=die, i=1,....M; t=1,....,T (1) M
These constraints assure that the demand of final Z""X“gb" ¢ )
product i in period t (d;) is met without delay, i.e., I;;=0, -
i=1,....M; t=1,...,T. Without loss of generality, the initial .
mventory can be consndered zero. Note that in this paper, Xie<Qzp i=1....M; t=1...T (10)
the storage costs for the parts are not considered. Having
in mind that the most important parcel of the storage cost Xie, lie =05 zir € {0, 1), =1.....T an
is the alternate use of the immobilized capital incorpo-
rated in final products, the storage cost for the parts is o . o
implicitly considered in the final product holding cost. V=0, j= SN =1, (2
Parts demand: The integer condition on decision variables x;, li;, and y;
M can be relaxed if demands are high, but two difficulties
QY=Y rpide. p=T1...P t=1...T ) still remain: the enormous quantity of cutting patterns
= e = (ay;) that could be generated and the presence of 0-1
setup variables. Note that constraints (8) are those that
The left hand side is the number of type p parts cut couple decisions of lot-sizing and cutting. Next, we give

which has to be ereater than or eaual to the number of two approaches to heuristically solve problem (6)-(12).
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