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Apresentacao

Objetivos desta semana:

» Conhecer as técnicas de decomposicdo, suas aplicacles e relevancia;
Conhecer os conceitos bésicos de uma dessas técnicas, a Relaxacdo
Lagrangiana, e ver como aplici-la a problemas de otimizac3o;

» Compreender o método de plano de cortes e o método subgradiente
para resolver o problema dual Lagrangiano;

» Ver como aplicar a Relaxa¢do Lagrangiana em problemas de
otimizac3o linear discreta, seus beneficios e suas particularidades.
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Apresentacao - Tépico 11.1

Objetivos deste tépico:

» Entender a importancia da Relaxacdo Lagrangiana e suas aplica¢des;

» Conhecer os conceitos basicos de Relaxacdo Lagrangiana e como
aplicad-la a problemas de otimizac3o;

» Compreender e praticar o método de plano de cortes para resolver o
problema dual Lagrangiano.

Video-aulas:
» https://youtu.be/bPKEARps1Dw

» https://youtu.be/sS5ndxRQ-vs
> https://youtu.be/Ze04CD3U8ZU


https://youtu.be/bPkEARps1Dw
https://youtu.be/sS5n4xRQ-vs
https://youtu.be/ZeO4CD3U8zU
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Problemas de grande-porte

» Os softwares de otimizac3o evoluiram bastante nas (ltimas décadas;
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Problemas de grande-porte

» Os softwares de otimizac3o evoluiram bastante nas (ltimas décadas;

» Varios problemas de otimizagdo que modelam situagdes reais
tratadas pela Pesquisa Operacional podem ser resolvidos em tempo

razodvel;
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Problemas de grande-porte

» Os softwares de otimizac3o evoluiram bastante nas (ltimas décadas;

» Varios problemas de otimizagdo que modelam situagdes reais
tratadas pela Pesquisa Operacional podem ser resolvidos em tempo
razoavel;

» Entretanto, algumas aplicagdes podem resultar em modelos
extremamente complicados para os softwares atuais, podendo levar

horas, dias, meses, ... para se obter uma solugcdo étima;
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Problemas de grande-porte

» Os softwares de otimizacio evoluiram bastante nas dltimas décadas;

» Varios problemas de otimizacdo que modelam situagdes reais
tratadas pela Pesquisa Operacional podem ser resolvidos em tempo

razodvel;

» Entretanto, algumas aplicagbes podem resultar em modelos
extremamente complicados para os softwares atuais, podendo levar
horas, dias, meses, ... para se obter uma solugcdo étima;

» Por outro lado, muitos dos problemas que modelam situagdes reais
possuem certas estruturas especiais que podem ser exploradas com o

intuito de facilitar sua resolucdo.
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Problemas de grande-porte
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Problemas de grande-porte




Otimizacdo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Problemas de grande-porte

—» Restri¢des de acoplamento
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Problemas de grande-porte

K—’ Variaveis de acoplamento
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Exemplo

Uma fabrica de refrigerantes produz dois tipos de bebidas, por meio de um
Unico tanque. Para processar 1000 litros da bebida 1 sdo necessarias 100 horas
do tanque, enquanto para 1000 litros da bebida 2, sdo necessarias 80 horas. A
disponibilidade do tanque para a fabricagdo destas bebidas nos préximos 3 meses
é de 240, 320 e 200 horas. O departamento de vendas fez uma previsio de
demanda para os préximos 3 meses. A demanda de cada bebida e os possiveis
custos envolvidos sdo dados na tabela abaixo. Deseja-se determinar quanto
produzir e quanto estocar de cada bebida em cada periodo.

Bebida 1 Bebida 2
Periodo 1 2 3 1 2 3
Demanda (L) 900 1800 1800 400 600 800
Custo prod (R$/L) 1.0 15 20 05 05 09

Custo estoc (R$/L) 05 025 — 025 025 —
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Modelo: Formulagao compacta

n T n T
min E E CitTit + E E hitLit
=1 t=1 =1 t=1
n
S.a E aixitgbt, tZl,...,T,
=1

xit"‘Ii,t—l:dit"‘Iz’t’ izl,...,n; t:].,

IiOZO, i:l,...,n,

x5 > 0,1; >0, i=1,...,n; t=1,...
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Exemplo: formulagcdo compacta

min

1.0x11 + 1.5x12 + 2.0x13 4+ 0.5x21 + 0.5x22
+0.9223 + 0.5111 + 0.25112 + 0.25127 + 0.25122

0.1z11 + 0.08z21 < 240
0.1z12 + 0.08z22 < 320
0.1z13 4+ 0.08z23 < 200
x11 + I10 — 111 = 900
x12 + 111 — I12 = 1800
z13 + I12 — I13 = 1800
21 + I20 — I21 = 400
x22 + Io1 — I22 = 600
23 + I22 — I23 = 800
Iip =0, Is0 =0

T11,%12,...,223 > 0
Ii1,112,...,123 >0
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Exemplo: estrutura

0.1x, 0.08x,, <240
0.1x, 0.08 x,, <320
0.1 X3 0.08 Xa3 <200

Xy 1,—1, =900
X 1,—1, = 1800

X3 1,-1, = 1800

X2 1,,—1,, =400

Xy 1, —1, =600

Xy I,—1,, =800
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Exemplo: estrutura

Xy 1,—1, =900
X 1,—1, = 1800

X3 1,-1, = 1800

X2 1,,—1,, =400

Xy 1, —1, =600

Xo Ty=1y =800
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Exemplo: estrutura

110_111
Iy—=1,
Ly=1

Iy—=1y
1y =1y

Xog Iy,=15

=900
= 1800
= 1800
=400
=600
=800
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Exemplo: estrutura

O~1x11 0.08)(21
0.1x,, 0.08 x,,
0.1x,, 0.08 x5

11 Ly=1y

X1z Iy—=1,

X3 Ly=1

Xa1 =1
X 1y =1y

Xog Iy,=15

<240
<320
<200

=900
= 1800
= 1800
=400
=600
=800
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Exemplo: estrutura

0.08x,,

0.08 x,,

0.08 x5,

11 Ly=1y

X1z Iy—=1,

X13 Ly=1

Iy—=1y
1y =1y

Xog Iy,=15

<240
<320
<200

=900
= 1800
= 1800
=400
=600
=800
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Exemplo: estrutura

» Esse problema possui uma estrutura adequada ao uso de duas
reformulagdes: relaxagdo Lagrangiana e decomposicdo de
Dantzig-Wolfe;



Otimizagﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Exemplo: estrutura

» Esse problema possui uma estrutura adequada ao uso de duas
reformulagdes: relaxagdo Lagrangiana e decomposicdo de
Dantzig-Wolfe;

» Essas reformulagbes sdo usadas quando hda um conjunto de restri¢des
de acoplamento e blocos de varidveis que seriam independentes sem

esse acoplamento;
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Exemplo: estrutura

» Esse problema possui uma estrutura adequada ao uso de duas
reformulagdes: relaxagdo Lagrangiana e decomposicdo de
Dantzig-Wolfe;

» Essas reformulagdes sdo usadas quando ha um conjunto de restrigdes
de acoplamento e blocos de varidveis que seriam independentes sem
esse acoplamento;

» E importante que os blocos isolados correspondam a problemas que
possam ser resolvidos de forma eficiente (ou por algum algoritmo

especializado que tenha desempenho superior);
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Exemplo: estrutura

» Esse problema possui uma estrutura adequada ao uso de duas
reformulagdes: relaxagdo Lagrangiana e decomposicdo de
Dantzig-Wolfe;

» Essas reformulagdes sdo usadas quando ha um conjunto de restrigdes
de acoplamento e blocos de varidveis que seriam independentes sem
esse acoplamento;

» E importante que os blocos isolados correspondam a problemas que
possam ser resolvidos de forma eficiente (ou por algum algoritmo
especializado que tenha desempenho superior);

» Qutra vantagem aparece quando uma ou mais varidveis dos blocos

sdo inteiras, pois resultam em formula¢Ges mais fortes.
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Revisao
> Dualidade
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Revisao
> Dualidade

» Considere que o seguinte problema possua solu¢do 6tima z*:

x>0
» Existe um vetor p* € R™ tal que o seguinte problema é equivalente:

min ¢z + (p*)T (b — Ax)
s.a x>0
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Revisao
> Dualidade
» Para um vetor p € R™ arbitrario, temos uma relaxagdo:
* . T
f(z*) = min{c z| Az =b}
x>0

= m>i{)1{cTw +p"(b— Az) | Az = b}

A%

m>ig1{cT:n +p" (b — Axz)}.
» Seja g(p) o valor 6timo deste problema relaxado (em fungdo de p), i.e.
9(p) = min{c"z +p" (b — Az)}.

» Para qualquer p € R™, temos g(p) < f(z™). Assim, temos um limitante

inferior para o valor 6timo do problema original.
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Revisao
> Dualidade

Surgem ent3o as questdes:

» Qual serd o vetor p* € R™ que resulta no melhor limitante inferior?

> Serd que podemos garantir que g(p*) = f(z*)?

Melhor limitante:
g(p") = ;gg;gg(p)

_ T T
= prgﬂa{g{nglzlg{c x+p (b—Ax)}.
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-
Revisao
> Dualidade

Temos que para p € R™ arbitrério:

glp) = glzig{cTaf +p'(b— Ax)}

= min{c"z+p"b—p" Az}
x>0

p b+ m>i101{cT:U —p" Az}

pTb+ min{(c" — p" A)r)

p b+mln > (e —plaj)a;

x>0 -
Jj=1

D b—l—me —p"aj)z;.
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Revisao
> Dualidade

Observe que para cada j =1,...,n, temos:

. T —00, se (cj _pTaj) < 07 (xj — OO)
min (¢; — p~ a;)z; =
320 0, cc. (x; =0)

> Sempre que essa express3o resulta em —oo, temos um limitante trivial;

(lembre-se que estamos buscando o limitante méaximo)
> Assim, queremos evitar esse tipo de limitante;

» Como? Basta restringirmos p t.q. ¢; —p a; > 0,5 =1,...,n;

. T
» Dessa forma, m1>n(cj —p aj)z; =0.
z;>0
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Revisao
> Dualidade

Continuando a expressdo para g(p), temos que:

n
9(p) pb+ ) min(e; —play)z;
=177
= pr
para todo p € R™ t.q. ¢; —pTaj >0,j=1,...,n. Portanto,

max g(p)

= ATp <
max {g(p) | A7p < c}

g(p")

T T
= b| A p<cec}.
;161]1%25 {p oA p<c}

(problema dual)
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Relaxacao Lagrangiana
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Relaxacao Lagrangiana

> A Relaxagdo Lagrangiana é uma técnica de decomposi¢do que vai
funcionar de forma parecida;
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Relaxacao Lagrangiana

> A Relaxagdo Lagrangiana é uma técnica de decomposi¢do que vai
funcionar de forma parecida;

» A diferenca é que vamos dualizar (relaxar) um subconjunto de
restrigdes do problemal
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Relaxacao Lagrangiana

> A Relaxagdo Lagrangiana é uma técnica de decomposi¢do que vai
funcionar de forma parecida;

» A diferenca é que vamos dualizar (relaxar) um subconjunto de
restrigdes do problemal

» Em geral, vamos dualizar apenas as restricdes complicantes (de
acoplamento).
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Exemplo: formulagcdo compacta

min

1.0x11 + 1.5212 + 2.0z13 + 0.5221 + 0.5222 + 0.9223
40.5111 + 0.25112 + 0.25121 + 0.25122

0.1z11 + 0.08z21 < 240
0.1z12 4+ 0.08z22 < 320
0.1z13 4 0.08z23 < 200
x11 + I10 — 111 = 900
x12 + 111 — I12 = 1800
z13 + I12 — I13 = 1800
21 + I20 — I21 = 400
x22 + Io1 — I22 = 600
23 + I22 — I23 = 800
Iip =0, Is0 =0

T11,%12,...,223 >0
Ii1,112,...,123 >0
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Exemplo: estrutura

0.08x,,

0.08 x,,

0.08 x5,

11 Ly=1y

X1z Iy—=1,

X13 Ly=1

Iy—=1y
1y =1y

Xog Iy,=15

<240
<320
<200

=900
= 1800
= 1800
=400
=600
=800
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Multiplicadores Py, p2, p3 < 0

min

S.a

(1.0z11 + 1.5z12 + 2.0213 + 0.5221 + 0.5222 + 0.9223
+0.5I11 + 0.25I12 + 0.25121 + 0.25122)
+p1(240 — 0.1z11 — 0.08x21)
+ﬁ2(320 —0.1z12 — 0.089}22)
+p3(200 — 0.1z13 — 0.08x23)

z11 + l10 — I11 = 900
z12 + 111 — I12 = 1800
z13 + I12 — I13 = 1800
21 + I20 — I21 = 400
22 + I21 — I22 = 600
23 + I22 — I23 = 800
Iio=0, Iz0=0

T11,%12,...,223 >0
Ii1, o, .. 123 >0
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

min  (1.0z11 + 1.5212 4+ 2.0213 + 0.5z21 + 0.5222 + 0.9223
+0.5I11 + 0.25I12 + 0.25121 + 0.25122)
+p1(240 — 0.1z11 — 0.08x21)
+ﬁ2(320 —0.1z12 — 0.089}22)
+p3(200 — 0.1z13 — 0.08x23)
s.a x11 + I10 — 111 =900
z12 + 1 — 12 = 1800
z13 + 2 — 13 = 1800

T21 +I20 — I21 =400
xoo + Ia1 — I22 = 600
xo3 + Ioo — Io3 = 800
Iio=0, Iz0=0
T11,%12,...,223 > 0
Iny, Iz, .. 123 >0
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Relaxacao Lagrangiana

min

240p; + 320p2 + 200p3

+(1.0 — 0.1p1)z11 + (1.5 — 0.1p2)z12

+(2.0 — 0.1p3)z13 + 0.5111 4 0.25112
+(0.5 — 0.08p1)x21 + (0.5 — 0.08p2)w22
+(0.9 — 0.08p3)w23 -+ 0.25121 + 0.25122

sa x11+ lio — 111
z12 +I11 — L2
z13 + 12 — I13

z21 + 120 — 121
x22 + I21 — I22
z23 + I22 — I3
Iio=0, Iz0=0
T11,%12,...,223 >0

I11, hi2,..., 123 20

=900
= 1800
= 1800
= 400
= 600
= 800
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Relaxacao Lagrangiana

240p1 + 320p2 + 200ps+

+ min (10 - 0A1]_71)£E11 -+ (15 - 0.1]72):1712 + min
+(20 — 0.1ﬁ3)$13 + 0.5117 + 0.25115
s.a z11 + 10 — I11 = 900 s.a

z12 + 111 — I12 = 1800
z13 + I12 — I13 = 1800
Iip =0
Z11,T12,%13 > 0
Ini, 112,113 2 0

(0.5 — 0.08]_71)2721 -+ (05 - 0.08]72)2722
+(09 — 0.08ﬁ3)$23 + 0.25127 + 0.25155

z21 + I20 — I21 = 400
T22 + I21 — I22 = 600
r23 + I22 — I23 = 800
Io =0
T21, T22,T23 > 0
Iz1, 122,123 2 0
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

» Subproblemas: menores e “ficeis” de serem resolvidos;
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

» Subproblemas: menores e “ficeis” de serem resolvidos;

» Para diferentes valores de p1, po, P3, apenas a fun¢do objetivo dos
subproblemas muda;
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

» Subproblemas: menores e “ficeis” de serem resolvidos;

» Para diferentes valores de p1, po, P3, apenas a fun¢do objetivo dos
subproblemas muda;

» Para quaisquer p1, P2, ps < 0, o valor obtido é um limitante inferior
para o valor 6timo do problema original.
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Relaxacao Lagrangiana

240p1 + 320p2 + 200ps+

+ min (10 — O.Iﬁl)wll + (15 — 0.1]32)$12 + min
+(2.0 — 0.1p3)x13 + 0.5I11 + 0.25112
s.a z11 + I10 — I11 = 900 s.a

z12 + I11 — I12 = 1800
z13 + I12 — I13 = 1800
Tio=0
T11,T12,713 > 0
Ii1,Ih2,113 2 0

(0‘5 — 0‘08131)9021 + (05 — 0.08172):1:22
+(09 — 0.08]73)3223 + 0.25151 + 0.25155

21 + I20 — I21 = 400
T22 + I21 — I22 = 600
z23 + I22 — I23 = 800
Iso =0
T21,T22,T23 > 0
I21, 122,123 2 0

(Fornece limitante inferior para quaisquer p1, p2,p3 < 0)
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

Sejam:
> fo(p) = 240p1 + 320p2 + 200ps;
» fi(p) = valor étimo do subproblema 1;

> f2(p) = valor étimo do subproblema 2;
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

Sejam:
> fo(p) = 240p1 + 320p2 + 200ps;
» fi(p) = valor étimo do subproblema 1;

> f2(p) = valor étimo do subproblema 2;

Para diferentes multiplicadores, obtemos:

p fo f1 fo limitante
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Relaxacao Lagrangiana

Sejam:
> fo(p) = 240p1 + 320p2 + 200ps;
» fi(p) = valor étimo do subproblema 1;

> f2(p) = valor étimo do subproblema 2;

Para diferentes multiplicadores, obtemos:

p fo f1 f2

limitante

(0,0,0) 0 6750.00 1100.00

7850.00
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

Sejam:
> fo(p) = 240p1 + 320p2 + 200ps;
» fi(p) = valor étimo do subproblema 1;

> f2(p) = valor étimo do subproblema 2;

Para diferentes multiplicadores, obtemos:

p fo f1 fo limitante
(0,0,0) 0 6750.00 1100.00 7850.00
(-1,-1,-1) —760 7200.00  1244.00 7684.00
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

Sejam:
> fo(p) = 240p1 + 320p2 + 200ps;
» fi(p) = valor étimo do subproblema 1;

> f2(p) = valor étimo do subproblema 2;

Para diferentes multiplicadores, obtemos:

p fo f1 fo limitante
(0,0,0) 0 6750.00 1100.00 7850.00
(-1,-1,-1) —760 7200.00  1244.00 7684.00

(-2,-1,0) —800  7290.00 1276.00  7766.00
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

Sejam:
> fo(p) = 240p1 + 320p2 + 200ps;
» fi(p) = valor étimo do subproblema 1;

> f2(p) = valor étimo do subproblema 2;

Para diferentes multiplicadores, obtemos:

P fo fi f2 limitante
(0,0,0) 0 6750.00 1100.00 7850.00
(-1,-1,-1) —760  7200.00 1244.00  7684.00
(-2,-1,0) —800 7290.00 1276.00 7766.00

(—1.875,—1.875,0) —1050 7593.75 1370.00  7913.75
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

Sejam:
> fo(p) = 240p1 + 320p2 + 200ps;
» fi(p) = valor étimo do subproblema 1;

> f2(p) = valor étimo do subproblema 2;

Para diferentes multiplicadores, obtemos:

p fo f1 fo limitante
(0,0,0) 0 6750.00 1100.00 7850.00
(-1,-1,-1) —760 7200.00  1244.00 7684.00
(-2,-1,0) —800 7290.00 1276.00 7766.00

(—1.875,—1.875,0) —1050 7593.75 1370.00  7913.75

(valor &timo do problema original: 7913.75)
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

» Subproblemas: menores e “ficeis” de serem resolvidos;

» Para diferentes valores de p1, po, P3, apenas a fun¢do objetivo dos
subproblemas muda;

» Para quaisquer p1, P2, ps < 0, o valor obtido é um limitante inferior
para o valor 6timo do problema original.
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
> Relaxacao Lagrangiana

» Subproblemas: menores e “ficeis” de serem resolvidos;

» Para diferentes valores de p1, po, P3, apenas a fun¢do objetivo dos
subproblemas muda;

» Para quaisquer p1, P2, ps < 0, o valor obtido é um limitante inferior
para o valor 6timo do problema original.

> Existem p7,p5,p3 < 0 tais que o valor obtido é igual ao valor étimo
do problema original!
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade

> Relaxacao Lagrangiana

max

P1,pP2,P3<0
+ min (1.0 = 0.1p1)z11 + (1.5 — 0.1p2)z12 + min
+(2.0 — 0.1p3)z13 + 0.5111 + 0.25112
s.a x11 + I10 — I11 = 900 s.a

z12 + I11 — I12 = 1800
z13 + I12 — 13 = 1800
Ii0=0
z11, 12,213 > 0
Iy1,I12, 113 > 0

240p; + 320ps + 200ps+

(0‘5 — 0‘081)1)3}21 + (05 — 0.081)2)3}22
+(0.9 — 0.08p3)x23 + 0.25121 + 0.25I22

r21 + I20 — I21 = 400
T2 + I21 — I22 = 600
z23 + I22 — I23 = 800
Iso =0
T21,T22, %23 > 0
I21, 122,123 2 0
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

x>0,

zeR” beR™ deR"
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

s.a Ax =0, (restricdes de acoplamento)
Dz =d, (estrutura em blocos)
x>0,

zeR” beR™ deR"
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

s.a Ax =0, (restricdes de acoplamento)
Dz =d, (estrutura em blocos)
x>0,

zeR” beR™ deR"

Dl
D2

DK
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

min f(z) ="z,

s.a Ax = b,
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

min flz) =c"z,

s.a Ax = b,
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana

> Caso geral
min f(x)=c"a,
s.a Ax = b,
Dl :El dl
D2 I2 d2
DX K dX
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana

> Caso geral
min ot + Pa? .+ KK
s.a Ax = b,
D! x! d?
D? x? d?
DX K dX
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

min ot + Pa? .+ KK
s.a Ax = b,
D! x! d?
D? x? d?
DX xK dX
x>0

(obs.: o sinal de transposto foi omitido para simplificar a nota¢do)
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana

> Caso geral
min ot + Pa? .+ K
s.a Alat + A% + .+ AR K =y,
Dl 1 dl
D2 2 d2
DX K dX
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

min  ctat + 2?4+ KK
sa Azt 4+ A%2% +. 4 AKE =
Dlsl — 4t
D22 — 2

DEGE  — gk
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

min Adat + 22?4 KK

x>0
sa Alz' 4+ A% + .. 4+ AKK =
Dlgl — g
D242 — 2

DEzE =gk
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

Para um dado vetor de multiplicadores p € R™:
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

Para um dado vetor de multiplicadores p € R™:

g(p) = m>116 at + 2%+ 4 KK pT(b— Alat — 4222 — . — AKK)
T2
s.a Dlg! =dt
D22 =d’
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

Para um dado vetor de multiplicadores p € R™:

g(p) = m>116 at + 2%+ 4 KK pT(b— Alat — 4222 — . — AKK)
Tz
s.a Dlg! =dt
D242 — g2
DK K — gk

g(p) =min  pTb+(c! —pTANal +(? —pTANZ? 4. 4 (e —pTAT)"
s.a Dl =d'

D22 =d?
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

9(p) b

Il
]
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

glp) = pTb
+ min {(c¢! —pTAYz! | D2t = d'}
z1>0
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

glp) = p'b

+ min {(c¢! —pTAYz! | D2t = d'}
z1>0

+ min {(c? — pT 4%)2? | D%2? = d?}
z2>0
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

glp) = p'b

+ min {(c¢! —pTAYz! | D2t = d'}
z1>0

+ min {(c? — pT 4%)2? | D%2? = d?}
z2>0

+...
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

glp) = p'b

+ min {(c¢! —pTAYz! | D2t = d'}
z1>0

+ min {(c? — pT 4%)2? | D%2? = d?}
z2>0

+...

+ min {(c® — pT AK)2 X | DE K = ¢&}
K >0
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

Tp

9(p) P

+ min {(c¢! —pTAYz! | D2t = d'}
z1>0

+ min {(c? — pT 4%)2? | D%2? = d?}
z2>0

+...

+ min {(c® — pT AK)2 X | DE K = ¢&}
K >0

K
= pPo+ z min {(c® — pT A*)z* | DRa* = d*}
o1 2020
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

Tp

9(p) P

+ min {(c¢! —pTAYz! | D2t = d'}
z1>0

+ min {(c? — pT 4%)2? | D%2? = d?}
z2>0

+...

+m1}(n£0{(cK —pTAK) K | DK K = gK}
K
= pTb+ z min {(c® — pT A*)z* | DRa* = d*}
o1 eF20

> Para todo p € R™ e x factivel:
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

Tp

9(p) P

+ 1111i>110{(c1 —pTAYz! | Dlat = dYy
x>

+ n211>no{(c2 —pTA%2? | D22? = 4%}
ez

+...

+ min {(F = pT A K | DK K = gKy
x>0

K
= pTb+ E min {(c® — pT A*)z* | DRa* = d*}
o1 eF20

> Para todo p € R™ e z factivel: g(p) < f(z);
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

Tp

9(p) P

+ min {(c¢! —pTAYz! | D2t = d'}
z1>0

+ min {(c? — pT 4%)2? | D%2? = d?}
z2>0

+...

+m1}(n£0{(cK —pTAK) K | DK K = gK}
K
= pTb+ z min {(c® — pT A*)z* | DRa* = d*}
o1 eF20

> Para todo p € R™ e z factivel: g(p) < f(z);

» Problema Dual Lagrangiano:
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

Tp

9(p) P

+ min {(c¢! —pTAYz! | D2t = d'}
z1>0

+ min {(c? — pT 4%)2? | D%2? = d?}
z2>0

+...

+m1}(n£0{(cK —pTAK) K | DK K = gK}
K
= pTb+ z min {(c® — pT A*)z* | DRa* = d*}
o1 eF20

> Para todo p € R™ e z factivel: g(p) < f(z);

» Problema Dual Lagrangiano:

max
max 9(p)
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

glp) = pTb

+ min {(c¢! —pTAYz! | D2t = d'}
z1>0

+ min {(c? — pT 4%)2? | D%2? = d?}
z2>0

+...

+m1}(n£0{(cK —pTAK) K | DK K = gK}
K
= pTb+ Z min {(c® — pT A*)z* | DRa* = d*}
o1 eF20

> Para todo p € R™ e z factivel: g(p) < f(z);

» Problema Dual Lagrangiano:

K
T . k T AkN,..k k, .k k
max = max b+ min {(c” —p* A®)x" | D¥2" =d
Jnax g(p) = max {p g_lw’fzo{( pr A)z" | }}
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Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

» A relaxacdo Lagrangiana é apenas uma reformulagdo do problema;
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

» A relaxacdo Lagrangiana é apenas uma reformulagdo do problema;

» N3o obtemos nenhuma solugdo, apenas reescrevemos o problema;
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

» A relaxacdo Lagrangiana é apenas uma reformulagdo do problema;
» N3o obtemos nenhuma solugdo, apenas reescrevemos o problema;

» Em vez de resolvermos uma formulagdo grande e dificil, resolvemos K
subproblemas relativamente faceis;
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

» A relaxacdo Lagrangiana é apenas uma reformulagdo do problema;
» N3o obtemos nenhuma solugdo, apenas reescrevemos o problema;

» Em vez de resolvermos uma formulagdo grande e dificil, resolvemos K
subproblemas relativamente faceis;

» A dificuldade estd em
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Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

» A relaxacdo Lagrangiana é apenas uma reformulagdo do problema;
» N3o obtemos nenhuma solugdo, apenas reescrevemos o problema;

» Em vez de resolvermos uma formulagdo grande e dificil, resolvemos K
subproblemas relativamente faceis;

» A dificuldade estd em determinar o vetor multiplicador 6timo p*;
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Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

v

A relaxacdo Lagrangiana é apenas uma reformula¢do do problema;

v

N3o obtemos nenhuma solugdo, apenas reescrevemos o problema;

v

Em vez de resolvermos uma formulagcdo grande e dificil, resolvemos K
subproblemas relativamente faceis;

v

A dificuldade estd em determinar o vetor multiplicador 6timo p*;

v

Precisamos resolver os K subproblemas para cada vetor p que analisarmos;
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Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

v

A relaxacdo Lagrangiana é apenas uma reformula¢do do problema;
N3o obtemos nenhuma solugdo, apenas reescrevemos o problema;

Em vez de resolvermos uma formulagcdo grande e dificil, resolvemos K
subproblemas relativamente faceis;

» A dificuldade estd em determinar o vetor multiplicador 6timo p*;
Precisamos resolver os K subproblemas para cada vetor p que analisarmos;

» Logo, precisamos ter alguma forma inteligente de determinar p*;
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Relaxacao Lagrangiana
> Caso geral

v

A relaxacdo Lagrangiana é apenas uma reformula¢do do problema;
N3o obtemos nenhuma solugdo, apenas reescrevemos o problema;

Em vez de resolvermos uma formulagcdo grande e dificil, resolvemos K
subproblemas relativamente faceis;

A dificuldade estd em determinar o vetor multiplicador 6timo p*;
Precisamos resolver os K subproblemas para cada vetor p que analisarmos;

Logo, precisamos ter alguma forma inteligente de determinar p*;

vV v v Y

Métodos mais usados: Planos de corte, Subgradiente;
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> DefinicGes importantes em Otimizacdo
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Revisao
> DefinicGes importantes em Otimizacdo

Definicao: Raio.
» Considere o poliedro S = {z € R"|Axz = b,x > 0}. O vetorr € S é

chamado de raio quando satisfaz z +er € S, paratodo x € S e
escalar e > 0.



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Revisao
> DefinicGes importantes em Otimizacdo

Definicao: Raio.
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Revisao
> DefinicGes importantes em Otimizacdo

Definicao: Raio.
» Considere o poliedro S = {z € R"|Ax = b,x > 0}. O vetorr € S é
chamado de raio quando satisfaz x +er € S, paratodoz € S e

escalar € > 0.

Definicao: Raio de subida.
» Considere o poliedro § = {z € R"|Az = b,z > 0} contendo um raio
r€S8. Seja f: S — R um funcional linear arbitrdrio. Se
f(z+er) > f(x), para todo x € S e escalar £ > 0, entdo r é
chamado de raio de subida de f.



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Técnicas de Decomposicdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo
Revisao
> DefinicGes importantes em Otimizacdo

Definicao: Conjunto convexo.

7

» Um conjunto § € R™ é convexo se para quaisquer z,y € S e qualquer
A € [0,1] tivermos que Az + (1 — ANy € S.

convexo ndo-convexo
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Revisao
> DefinicGes importantes em Otimizacdo

Definicao: Combinagdo convexa e envoltério convexo.

» Sejam os vetores z',..., 2" € R™ e os escalares A1,..., A\ > 0 tais que
A+ ...+ A = 1. Entdo:
1. O vetor y = Miz' + ... + A\pz® é chamado de combinacio convexa
dos vetores z!, ..., z*;
2. O envoltdrio convexo dos vetores z',...,z" é o conjunto de todas

as combinag8es convexas destes vetores.
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> DefinicGes importantes em Otimizacdo



Otimizacﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Técnicas de Decomposicio; Relaxagdo Lagrangiana; Teorema da Representacio

Revisao
> DefinicGes importantes em Otimizacdo

1 2 3
Ax +A,x +Ax
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Revisao
> Envoltdrio convexo
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Revisao
> Envoltdrio convexo
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> Envoltdrio convexo
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro n3o-vazio.
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro ndo-vazio. Sejam Z,, q € Q,

os pontos extremos de X’ e Z,, r € R, os raios extremos de X.
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro ndo-vazio. Sejam Z,, q € Q,
os pontos extremos de X’ e Z,, r € R, os raios extremos de X'. Entdo, z € X

se, e somente se, x pode ser escrito como
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro ndo-vazio. Sejam Z,, q € Q,
os pontos extremos de X’ e Z,, r € R, os raios extremos de X'. Entdo, z € X
se, e somente se, x pode ser escrito como

T = Z AgTq + Z r T,

q€Q reR
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro ndo-vazio. Sejam Z,, q € Q,
os pontos extremos de X’ e Z,, r € R, os raios extremos de X'. Entdo, z € X
se, e somente se, x pode ser escrito como

T = Z AgTq + Z r T,

q€Q reR

com Z)\q =1

q€Q
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro ndo-vazio. Sejam Z,, q € Q,
os pontos extremos de X’ e Z,, r € R, os raios extremos de X'. Entdo, z € X
se, e somente se, x pode ser escrito como

T = Z AgTq + Z r T,

q€Q reR

com Z)\q =1; A\ >0,
q€Q
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro ndo-vazio. Sejam Z,, q € Q,
os pontos extremos de X’ e Z,, r € R, os raios extremos de X'. Entdo, z € X
se, e somente se, x pode ser escrito como

T = Z AgTq + Z r T,

q€Q reR

com Z)\q =1; Ay > 0,pr >0,
q€Q
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro ndo-vazio. Sejam Z,, q € Q,
os pontos extremos de X’ e Z,, r € R, os raios extremos de X'. Entdo, z € X
se, e somente se, x pode ser escrito como

T = Z AgTq + Z r T,

q€Q reR

com > A =1; A\ >0, >0,Yg € Q,Vr € R.
qEQ
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro ndo-vazio. Sejam Z,, q € Q,
os pontos extremos de X’ e Z,, r € R, os raios extremos de X'. Entdo, z € X
se, e somente se, x pode ser escrito como

T = Z AgTq + Z r T,

q€Q reR

com > A =1; A\ >0, >0,Yg € Q,Vr € R.
qEQ

Em outras palavras, temos que:

{Z,\q@ﬁzmmz,\q:p\q20,m20}.

q€Q TER q€eQ

X
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

Seja X = {z € R| Az = b, = > 0} um poliedro ndo-vazio. Sejam Z,, q € Q,
os pontos extremos de X’ e Z,, r € R, os raios extremos de X'. Entdo, z € X
se, e somente se, x pode ser escrito como

T = Z AgTq + Z r T,

q€Q reR

com > A =1; A\ >0, >0,Yg € Q,Vr € R.
qEQ

Em outras palavras, temos que:

X = {ZAq5q+ZﬂrfT|Z)‘q:17)‘qZO”UTZO}-

q€Q TER q€eQ

Para demonstracdo, veja p. ex.: Bertsimas e Tsitsiklis (1997), p. 179;
ou, Bazaraa, Sherali e Shetty (1993), p. 60.
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

max —1zq, + 222
s.a 2x1 + 2x2 > 3
—2x1 4+ 222 <3
4x1 + 2x2 < 18,5 2

z1,22 >0

1’& 4,;\ X

¥ = (2,58, 4,08), f(z*) = 5,58
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

x, 4
K\ &
2x1 + 2x2 > 3
X = —2$1 + 23}2 S 3
4xq, + 222 < 18,5 %
z1,22 >0
1,57
I.R 4,;\ X
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

x, A
2x1 + 2x2 > 3
—2x 29 <3
P I 1+ 2z2 <
4z + 222 < 18,5 )
z1,22 >0
1,5
1‘,5\ 4,‘6\ X
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

x, 4

Pontos extremos: °
> z! = (0; 1,5);

> 7% = (1,5; 0);

> 7% = (4,63; 0);

> 7' = (2,58; 4,08)
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

Combinagdo convexa:

= ME + AoZ? + Na@ + Nt
com A1+ A2 + A3+ A =1,
Sendo:
> 0; 1,5);
1,5; 0); \
4,63; 0);
2,58; 4,08). i

= (
=1,
= (
= (

>
>
>
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

Combinagdo convexa:

T = MT 4 AoZ? + A3Z® + Azt
com A1+)\2+A3+)\4:1;

Sendo: -
0; 1,5);

1,5 0);

4,63; 0);

2,58; 4,08). *

>

>
>
>

= (
=1,
= (
= (
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

2x1 + 2x2 > 3
X = T —2x1 +23}2S3

z1,T2 >0 %
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

2x1 + 2x2 > 3
X = T —2x1 +23}2S3

z1,T2 >0 %
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

2x1 + 2x2 > 3
X = T —2x1 +23}2S3

z1,22 >0 %




Otimizac;ﬁo Linear Continua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Técnicas de Decomposigdo; Relaxacdo Lagrangiana; Teorema da Representacdo

Teorema da Representa¢do/Resolucdo
> llustracao

Combinacgdo convexa e linear:

T =M 4+ XoZ? + psT° + ez’
com A1+ A2 = 15 us, e > 0

Sendo:
> 7t = (0; 1,5);
> 72 =(1,5; 0);
> = (1; 1); _ , .
> 2° = (1; 0); :
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

» O Teorema da Representagdo é fundamental nas técnicas de reformulagdo.
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

» O Teorema da Representagdo é fundamental nas técnicas de reformulagdo.

» Na relaxagdo Lagrangiana, permite o uso do método de planos de corte

para a resolu¢do do dual Lagrangiano;
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Teorema da Representa¢do/Resolucdo

» O Teorema da Representagdo é fundamental nas técnicas de reformulagdo.

» Na relaxagdo Lagrangiana, permite o uso do método de planos de corte
para a resolu¢do do dual Lagrangiano;

» Na decomposi¢do de Dantzig-Wolfe é usado para substituir a varidvel

x € X pela combinagdo de pontos extremos e raios extremos de X

x:Z)\qsﬁq+Zm§:T, com Z)\qzl,)\qz(),u,«z().

qeEQ r€ER qeQ
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» Obrigado pela aten¢3o!

» Duvidas?



